Recherches sur la probabilité des jugements en matière criminelle et en matière civile: précédées des règles générales du calcul des probabilités by Poisson, Siméon Denis
246 RECHERCHES 
C H A P I T R E  IV.  
Suite du calcul des probabilitek qui dépendent de très grands nombres. 
(94). Nous allons maintenant nous occuper des formules relatives 
aux chances variables; ce qui nous conduira à démontrer les trois pro- 
positions générales énoncées dans les n" 52 et 53, et dont nous avons 
conclu la loi des grands nombres. 
Considérons une série de p ou m + rl épreuves suce.essives, pen- 
dant laquelle les chances des deux événements contraires E et F va- 
rient d'une manière quelconque. Désigtions ces chances par y ,  et q. à 
la première épreuve, par p. et q. a la seconde, par pp et qp à la der- 
nière; de sorte qu'on ait 
p , + y , = ~ ,  p . + g , = ~  ,... pp +y ,  = 1. 
Appelons U la probabilité que E et F arriveront suivant un ordre 
quelconque, m fois et n fois. D'après la règle du no 20, U sera le 
coefficient de umvn dans le développement du produit 
(.y, + vq,) (up. + ~ 9 . ) .  . + vu, ). 
Or, si I'on fait 
- 
u = exV-1, v = e-IV-1, 
le terme Uumun de ce deviendra Ue@ - .)"VT , et tous les autres 
termes renfermeront des exponentielles difiErentes de ecm - a ) x v z ;  
d'où l'on conclut qu'en désignant ce produit par X , en le multipliant, 
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ainsi que son développement, par e- (m - n)..v-' cls , et intégrant 
ensuite depuis x = - ?r jusqu'a x = V ,  tous ces autres termes 
disparaîtront, et l'on aura simplement 
J- Xe- (m - n%V-7 = 27iU ; d 
ce qui résulte de ce que si i et i' exprimant deux nonibres entiers, 
positifs, négatifs ou zéro, dont le premier sera i = ln - n ,  on a&a 
quand i et i' différeront l'un de l'autre, et, en particulier, 
e , x ~ - l  ~.Tv=; dx - 2*, 
dans le cas de i' = i. 
Nous aurons, en même temps, 
- 
uyi + vqi= COS" - P i )  siux\/-I ; 
et si nous faisons 
COSIX + (p i  - s inPx = p,' , 
il y aura un angle réel r, ,  tel que I'on ait 
d b ù  il résultera 
Upi + vqi = P. erJ v". 
Le signe p, sera ambigu; pour fixer les idées, nous regarderons 
cette quantité comme positive. En faisant, pour abréger, 
Ie produit désigné par X deviendra 
et iious aurons, en conséquetice, 
Four des valeurs de x égales et de signes contraires, les valeursde r; 
le seront aussi, et celles de pi seront égales; par conséquent, la seconde 
intégrale définie s'évanouira, comme étani composée d'éléments deux 
à deus égaux et de signes contraires; et cela devait être, et) effet, 
p i sque  U est une quantité réelle. Pour des angles x sopplémeuts 
l'uu de l'autre, les angles ri le seront également, d'aprés les expres- 
sions de cosri et sinr,; la somme des deux valeurs de y - (ln - njx 
qui leur correspondront, sera donc PT - (m - I Z ) ~  op ~ R T ,  et 
conséquen~nient le cosinus de y - (in - n ) x  ne changera pas : 
il en sera de même à l'égard des valeurs de Y; en sorte que ies éié- 
meiits de la première intégrale définie, correspondants à x et 
7r - x ,  seront égaux, aussi bien que ceux qui répondent à x et -x. 
En supprimant donc la deuxième iutégrale , réduisant les limites de 
la première à zéro et t a, et quadruplant le résultat, nous au- 
rons simplenlent 
L'intégration indiquée s'effectuera toujours sous forme finie, parles 
règles ordinaires. Mais quand i* ne sera pas un p a n d  nombre, cette 
formuie ne pourra être d'aucune utilité pour calculer la valem- de U; 
quand, au conti.aire, ce nombre sera très g a n d ,  on déduira de 
cette formule, comme on va le voir, une valeur de U aussi ap- 
procl~ée qu'on voudra. 
(55). Chacun des facteurs de Y se réduit h l'unité pour x 11= o ,  
et est moindre que l'unité pour toute autre valeor de x,  comprise 
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dans les limites de l'intégration ; il s'ensuit que quand p sera un très 
grand nombre, cc produit sera généralement une très petite quantité, 
pour tontes les valeurs de s qui nt! seront pas très petites, et que Y 
s'évanouirait, pour toutes les valeurs Gnies de x, si $devenait infini. 
II t t ' y  aurait d'exception que si les facteurs de Y convergeaient indéfi- 
u imen~ vers I'unité; car on sait que le produit d'un nombre infini de 
semblahles facteurs, peut avoir pour valeur une quantité de grandeur 
finie. A cause de 
cette circonstance supposerait que l'une des chances des deux évé- 
iiements E et F, ou leur produit p,qi, décrût indéfiniment pen- 
dant la série des épreuves. En excluant ce cas particulier, on 
pourra donc, dans le cas où /A est un très grand nombre, considérer 
la variable x comme ulie très petite quantité, et négliger la partie 
de l'intégrale précédente, qui répond aiix autres valeurs de x. 
Eu développant alors suivant les puissances de x*, on aura, en 
série très convergente, 
F i = ' -  2PiYiX' f (: plYi - 2~~iq '~)xII  - etc., 
et, par consiquent, 
log pi = - 2piqrxa -i- (g p i ~ i  - 4p?qiz)z4 - etc.; 
d'où l'on conclut 
en faisant, pour abréger, 
~ X p , y ,  = pk.t9 4ZpPq; = ,ukla, etc., 
et étendant la somme Z depuis i = I jusqu'à i = F. Si l'ou fait 
aussi 
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que l'on considère le nouvelle variable z  comme une quantité très p- 
tite par rapport à t/p, et qu'on néglige les quantités de t'ordre de 
;*1 petitesse de en résultera 
Y = e - h a C .  
D'après Ics valeurs de pi et de sinri, on aura de même 
,; = (pi - qi)x f 5 (pi - qi) PiTi xS + etc. 
.le dSs ip ra i  par p et q les chances rnoyeniies de E et F pendant 
toute ia séi7e des épreuves, de sorte qu'on ait 
la somme )3 s'itendarit toujours depuis i = i juscjn'à i = (r. Je ferai 
aussi, pour abréger, 
Eii conservant seulenient les quantités de l'ordre de petitesse de A, \' 
on en déduira d'abord 
U 
ct ensuite 
où l'on fait, pour abréger, 
n7 p-,-.(q-?J=g. 
Je subsiitue ces valeurs de Y et cos [y - (ln - n ) ~ ]  dans la foi; 
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mule ( r ) et j'y mets 2- dc au lieu de dx; il vient v i  
h u = 2: [ f i - k * z *  COS ( z g  y; J"-ha;*z2 sin ( zg  q G ) d ; ] .  l V r  
Le cas où les valeurs de pi et qi décroitraient indéfiniment ayant ete 
exclu, k ' ne  peut être une trhs petite quantité; pour des valeurs de ï 
coinparables à di, l'exponentielle e-k'i'sera donc insensible ; et quoi- 
qu'on ne doive donner à cette variable que des valeurs très petites par 
rapport à \';, on pourra maintenant, sans altérer sensiblement 
l'intdgrale, l'étendre au-delà de cette limite, et la prendre, si l'on 
veut, depuis z = O jusqu'à z = 03 . D'après une formule connue, on 
aura alors 
en différentiant successivement par rapport a g  et à k ,  on en déduit 
(D t<8' -- 
JO e-kx~'zs (sin zg \/,Ü)dz=& 4k' . 
8k5 (3 + 5;) e t 
et au moyen de ces valeurs, celle de U devient 
FLg' 
--
A raison de l'exponentielle e 4 h ' ,  cette probabilité sera insensible 
dès que g ne sera pas de l'ordre de la fraction -!-; mais à cause de 
/; 
p f q = 1 et nz + n = (r, cette quantité g ne peut être de cet ordre de 
petitesse, à moins que cela n'ait lieu séparément pour p -: et4 - f , 
r- 
qui sont d'ailleurs des quantités égales et de signes contraires; si donc 
3a.. 
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la probabilité U n'aura de valeurs sensibles que pour cles ~~~~~~~s de 8, 
positives, négatives ou zéro, mais trks petites par rapport a \/P, et 
il en résultera finalement 
pour la probabilité que les nonibres m et n a ~ r o n t  pour valeurs 
c'est-à-dire, des valeursqui s'écarteront très peu d'étre proportio~in~lles 
aux chances inoyennesp et q et au nombre p des épreuves. 
(96). Pour que met n soient des nombres entiers, il faudra que 6 
soit un multiple de - L o u  zéro. En faisant O= o dans la formule (z), 
k i r  
on aura pour la probabilité que 772 et l a  seront précisément entre 
k V V  
eux comme p et q. Eu désignant par t une quantité positive, multiple 
de A; faisant successivement dans cette formule 8 = - t et 6 = t ;  
k V P  
et ajoutant les deux résultats, lenr somme exprimera la pro- 
k i r r  
habilité que 7n sera i'un des deux nombres pp 7 kt \IF, et n l'un de- 
deux nombresqu f kt \/$. Soit 
désignons par u un multiple donné de 6 ; faisons successivement, dans 
la somme précédente, t = 6, = ad', = 36,. . . . jusqii'a t = u;  reprb- 
sentons par R la somme des résultats, augmentée de la valeur de U 
qui répoud à fJ = O; nous aurons 
pour la probabilité que les nombres nt et n seront compris entre les 
lintites 
ou égaux à l'une d'elles. 
La somme 2 se rapportera aux valeurs de t comprises depuis i = 6 
,jusqu'à t = u,  et croissantes par des différences égales à 6; mais on 
pourra la remplacer par la différence des sommes de e-", prises de- 
puis t = ,J' jusqu'à t = ca , et depuis t = u + 6 jusqu'a t = cc . Au 
moyen de la forniule d'Euler, déjà employée dans le ne gi , cette 
derfiière somme, multipliée par 6, aura pour valeur, 
nu degré d'approximation où nous devons nous arréter, c'est-&dire 
en négligeant le carré de 6. Si I'on y fait u = O ,  on aura aussi 
pour la somme étendue depuis t = 6 jusqu'à t = w et miiltipliée 
par 6. Par conséquent, si l'on retranche de cette dernière quaniité la 
précédente, et qu'on divise par 6 ,  on aura 
pour la somme comprise dans l'expression de R;  et en ayant égard a 
la valeur de 6, cette expression deviendra 
Lorsque les chances pi et q, sont constantes et  conséquemment 
égales aux moyennes p et q ,  on a k = \/%; ce qui fait coïnci- 
der cette formule (3), et les limites précédentes de rn et 11, avec 
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la formule (17) du no 79, et les limites auxquelles elle répond. Cette 
coïncidence de deux résultats obtenus par des niétliodes nussi diffé- 
i.entes, pourrait servir, au besoin, de confirmation à nos calculs. 
Eu prenant pour u un nombre peu considérable, tel que trois 
ou quatre, on rendra la valeur de R très peu différente de l'unité. 
11 est donc à peu prés certairi clur dans un très grand nombre 
m d'épi-eeuyes, les rapports - et !! s'écarteront très peu des chances 
r c 
iiioyennes p e t  q ,  dont ils approcheront de plus en plus, a iilesure 
que ,u augmentera ericore davantage, et avec lesqiielles ils coïncide- 
raieut rigoureusement si p pouvait être infini ; ce qui est déjà la pre- 
mière des deux propositions généfales du rio 5 2 .  
- (97). Soit niaintenant A une cliose quelconqiie, susceptible de 
plusieurs valeurs ou négatives, et que nous supposerons 
des mu!iiples d'une quantité donnée o. Ces valeurs seront corn- 
prises depuis a w  jusqu'l 6w inclusivement, de sorte que C - a + I 
soit leur riombre; a et g désignant des nombres entiers ou zéro, dont 
le second surpassei-a le premier, abstraction faite du signe : on aurait 
g = a, si A n'était susceptible que d'une seule valeur. Non-seulement 
à chaque épreuve que l'on fera pour déterminer A ,  toutes les valeurs 
possil>les seront inégalement probables, niais on supposera, ponr plus 
de gériéralité, que la chance d'une même valeur varie d'une éprcuve 
à une autre. Si 7z est un nombre quelconque, compris entre a et g,  
ou égal à l'une de ces limites, on désignera doric la chance de la va- 
leur n o  de A ,  par N, à la première épreuve, par N, à la seconde 
épreuve, etc. Cela posé, s éiant la somme des valeurs de A qui au- 
ront lieu dans un nombre p d'épreuves successives, il s'agira de déter- 
ininer la pi-obabilité que cette sornine sera comprise entre des limites 
données. 
Appcloas d'abord n la probal~ilité qu'on aura précisénieut s = inw , 
en désignant par in uii nombre donné, coinpris entre a et g, ou égal à 
I'iine de ces limites. Si l'on forme le produit 
dans lequel t est une quantité indéterminée, et les sommes I: s'éten- 
deut à toutes les valeurs de n ,  depuis 72 = a  jlisqii'à n = C; et si l'on 
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développe ce produit suivant les puissances de C", il est aiséde voir q u e n  
serale coelficient de tm"dansce dé~eloppement. Cela est évident, dans le 
cas de p=r. Quand p=2, si l'on représente par n 'a et 7 ~ " w  deux expo- 
sants de t pris, l'un dans la première et l'autre dans lasecoude sommez, 
il est évident que lavaleurino de A pourra arriver d'autant de manières 
différentes que l'équatioli 71' + nff = in aura de solutions distinctes, 
en prenant pour nf et rf" des nombres con~pris depuis a jusqu'à C ;  la 
probaldité de chacune de ces manières sera le produit des valeurs 
de N, et N,, qui répondent à chaque couple de nombres n' et nt'; 
par conséquent, la probabilité totale de s = inw aura pour expression 
le coeficient de 1"" dans le produit des deux preinières sommes 2. Ce 
~aisonneiiieiit s'étendra sans dificulté aux cas de p = 3, = 4, etc. 
Lorsque toutes les quantités N , ,  N,, R s ,  etc., sont égales, leur pro- 
duit se change d.ius la puissance p de l'un des polynomes qui répon- 
dent aux sommes 2, et ce cas a été considéré dans le no 1 7 .  
Cela <tant, parune considération semhlaLle i celle qu'on a eiiiployée 
~ l u s  haut, si nous faisons 
* - 
t m  = eh V-1, 
et si nous désignons parX ce que deviendra le produit des ,u son~nieaZ, 
I * uous aurons 
, 
ï ï  = 1: Xe - *ne V-de. 
Soient actuelleinent cet i' deux nombres, donnés, et P la probabilité 
que la somme s sera comprise entre iw et i'w , ou égale à l'une de ces 
limites; la valeur de P se déduira de celle de iï en y faisant suc- 
cessivement m = i , = i + ~ ,  ~i $-%, . . . . = if; et  la soinme 
des valeurs correspondantes de  e-dvz ayant pour expression 
I - e  il en résultera 
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Pour simplifier cette formule, je supposerai que w soit un infiniment 
petit; je prendrai, en même temps, pour i et i' des nombres infinis; 
et je ferai 
io= c - ~ , i ' w  z c  +s,e=mix i  cltf= w d x ;  
c  et i  étant desconstantesdonuées, dontlaseconde sera positive, afin qu'on 
ait if >i l  comme le suppose l'expression de P. Les limites de l'intégrale 
relative à la nouvelle variable x seront J= m.. On aura sin f 9 r= f W X ;  
et en négligeant Ai par rapport à i et à if, cette valeur de P deviendra 
Les ~aleurs~ossibles de A croissant actuellement par degrés infiniment 
petits, il faudra supposer leur nombre infini, et la de clia- 
cune d'elles infiniment petiie; en désignant par a et b des constantes 
données, et par z une variable continue, on fera donc 
* 
on aura, en même temps, 
tnm= eZ2v-i; 
et l'on fera aussi 
N, = of,z, N. = wxz, Ns = ojSz, etc. 
Chacune des sommes Z contvnues dans X se changera en une intégrale 
définie, dont a et b seront les limites; et en prenant o pour la diffé- 
rentielle de a,  on en conclura 
pour le produit de pfacteurs qu'on devra substituer dans la formule(4) 
à la place de X. 
(98). Cette formule exprimera la probabilité que dans le nombrep 
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d'épreuves, la somme des valeurs de A se trouvera comprise entre les 
quantités données c  - r i  *et c + E .  A la épreuve, la chance 
infiniment petite d'une valeur z de A est f.wlz; et toutes les valeni-s 
possibles de A étant, par hypothèse, comprises entre a et b,  et l'une 
d'elles devant avoir lieu certainemcnt à chaque épreuve, il faudra 
qu'on ait 
L"Zdz=1; 
la fonction f ,z pourra d'ailleurs être continue on discontinue, pourvu 
qüentre ces limites a et b, elle soit une quantité positive. 
Si la chance de chaque valeur de z ne change pas pendant les 
épreuves, la fonction f , z  sera indépendante den ;  et en la représen- 
tant par f z on aura 
Si, de plus les valeurs de A sont également probables, f z sera une 
constantequi devra être hb, pour satisfaire à la dernière équation. 
En faisant 
a = h - g ,  b = h + g ,  
oii aura donc 
au moyen de quoi la formule (4) deviendra 
singx Fsin ex 
P = f 1:- (&-) c ~ s ( ~ h  - e)x& 
I Q  singx * sinez . 
+y[-. (,) 7s ln (~h-c )xdx ,  
ou simplement 
singx * sinez 
P = 3 ~ ( F ) - z - c ~ s ( ~ h - ~ ~ d ~ ,  (6) 
33 
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parce que la secondeintégrale s'évanouit comme étant composée d'é- 
léments qui sont deux à deux égaux et de signes contraires, et que 
ceux de la première sont deux à deux égaux et de mêmes signes. 
L'exposant p étant un nombre entier et positif, je vais faire voir 
que cette valeur de P s'obtiendra ioujours sous forme finie, en rédui- 
sant la puissance p de singx, en sinus ou cosinzu des multiples de g x ,  
au moyen des formules connues, savoir : 
p.p-1.p= 
-- 
1.2.3 cos (p -6)gx + etc.]. 
( P - 1 )  * p-1 
zPsinfigx= (-i)l [sinpgx-i*sin(u.-2)gs-/- - 1.2 si11 ( r  - 4) gx 
- 
p.''-1 .p-2 
1 .2 .3  sin ( ,U - 6)gx + etc. , 1 
qui sont composées chacune d'un nombre fini de termes, et dont la 
pemière a lieu quand le nombre u. est pair, et la seconde lorsqu'il est 
impair. 
(99). Pour cela, j'obseme que I'on a , comme on sait, 
eu preuaiit le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que la 
constante 7 sera positive ou négative. Soient a et C, deux autres quan- 
tités positives; mettons CX et gdx à la place de x et dx, ce qui ne 
changera rien aux limites de l'intégrale ; nous aurons 
et eu multipliant paT dg, et intégrant enmite depuis C = i jusqu7à 
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C = a ,  il en résultera 
î,"(cosyx- cos ayz)  7 = r zr ( I -a;?. (8) 
Cette équation subsistera évidemment pour 7 = O ,  quoique celle 
dont elle est déduite n'ait pas lieu dans ce cas pariiêulier. Son premier 
m dx membre est la différence des deux intégrales Io cos a p x  -% et 
x 
dx Iom mspx-  dont chacunea une valeur infinie. Poiir cette raison, 
x= ' 
il n'est pas permis de les considérer isolément, et de changer la va- 
riahle x dans l'une, sans la changer dans l'autre. Ainsi, en mettant 
x dx 
-et à la place de x et dx dans la première, elle deviendrait 
.Iom c syL<; et en divisant les deux membres de l'équation pré- 
cédente par I -a, on aurait 
ce qui serait absurde. La même remarque s'applique à toute intégrale, 
comme le premier membre de l'équation (8), qui a une valeur finie, 
résultante dela différence de deux intégrales infinies. 
Je multiplie cette équation (8) par dy ;  puis j'intègre ses deux 
meinhres, en assujétissant leurs intégraleçà s'évanouir quand 7 = O  ; 
ce qui donne 
En intégrant une seconde fois de la même manière, il vient 
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une troisième et une quatrième intégration donneront de même 
2 s i y x  1-a"' dx Y (  
-J^ 0 [ S ~ ~ ~ X - , + & ~ ~ ] ~ = A ( I  -a);;.ia4, 
cosayx  1-d (1-ua)y' dx $ ;  [cos7s- T+ T+7aT]2=~(~-a)--- 1.2.3.4.5 
et en continuant ainsi, on parviendrait à des équations de cette forme 
la première répondant au cas o ù p  est un nombre pair, et% seconde au 
cas où r. est impair. Les quantités C et C' sont des constantes déter- 
minées, qui dépendent de a et 7, et dont les expressions, faciles à 
former, nous seront inutiles à connaître. 
Je meissnccessivement, dans chacunede ces équations, 7 + 6  e t y - ~  
au lieu de 2 ;  et par la soustraction de6 résultats, j'en déduis 
c o s a p  sin asx ! JOm sin tx - --Ur- '  + ( ~ - a l ~ ]  
I 
- r (- 1)' (1-a)  
, . 2 , , . . . p  -[(î+i>p - ( 7  - ~ ) ' ' 1 9  
sinoryx sinarx 
fom pin7-  s i n u  - -- 
ar--I 
.. ~ 
D et D' étant des constantes différentes de C et Cr. Je mets encore suc- 
cessivement 7 + (r.  - zn)g et 7 - ( p  - zn)g  à la place de p ; et par 
l'addition des résultats dans la première équation, et la soustraction 
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dans la seconde, il vient 
E et E' désignant aussi des constantes difTérentes cle D et Dr. En del;- 
riant à n  les valeurs su'ccessives O , I , 2 ,  3, etc. ; faisant, pour abré- 
ger, 
v -C sinpgx -,usin(p - s ) ~ . T  + pe 1 . 2  sin (,u - 4)s.: 
p.p-1 .p-2 
-- sin ( p  - 6 ) p  4- etc.] cos T ;  y x  s i n f x  
1 .2 .3  
et désignant par u' et v' ce que deviennent u et v ,  quand on y change 
3~ en ex, on déduit des équations précédentes 
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F et F' étant encore des constantes différentes de E et E'. On a fait, 
dans ces dernières équations, 
1.p-2 
7 p ' C T 2 . 3  ( 7  + pg - 6g + €1'" + etc. ; 
et l'on a désigné par T', ce que r devient quand on y change le signe 
de 6 ,  et par r, et r:, ce que deviennent i' et ï' par le changement du 
signe de E.  Or, en renversant l'ordre des termes de ï' et T,', q ui ' sont en 
nombre fini, il est facile de voir que l'on a r t =  ï et ï,' = ï, quand p 
est pair, r" = - r et Tl' = - ï, quand p est impair; au moyen de 
quoi les équations précédentes deviennent plus simplement 
Dans chacune d$ deux quantités T et ï, que ces équations renfer- 
ment, on devra, d'après l'origine des doubles signes de leurs différents 
termes, prendre le signe supérieur ou le signe inférieur d'un terme 
quelconque, selon que la quantité qui s'y trouve élevée à la puis- 
sance p sera positive ou négative. 
Maintenant, en vertu des équations (7) ,  on a 
f i -  m dx 
2 f i  s i n ~ g x  C O S ~ X  sin m -- 
x*' 
Les intégrales contenues dans les seconds membres de ces équations 
,nt des ,uantit& finies; les intégralesJm !$ e~[~~$,et~arsui., 
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celles qui s'en déduisent en y mettant u' et V' au lien de u et v, ont 
donc aussi des valeurs finies; par conséquent, la remarque relative 
à l'équation (8) ne s'applique plus aux équations (9). Or, en met- 
tant f et - à la place de x et dx, dans les intégrales qui répondent 
d a 
a U' et v', nous aurons 
au moyen dequoi et des formules précédentes, les équations (9) se 
changent en celles-ci : 
r 
dx ![+Lm sinpgzcosyx sin $2 - + (- r -r, 
#+ ' 
Mais l'intégraleLm-!& étant infinie, ces dernières équations ne pour- 
raient pas subsister, si les constantes F et F' n'étaient pas nulles; il faut 
donc qu'ou ait identiquementF = O et F' = O; ce qu'ou pourrait 
d'ailleurs vérifier, si cela était nécessaire. Cela étant, les deux dernières 
équations se réduiront à une seule, savoir : 
dx r-r, o.,/. sin'gx c o s p  sinrx #+I--- -  1.2.3 . . . p D  
qui aura Iieu pour les deux cas de ~ 1 .  pair et d e r  impair; et si l'on y fait 
et qu'on ai t  égard à la formule (6), on en conclura finalement 
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pour l'équation qui fera connaître la valeur de P sous forme finie, et 
qu'il s'agissait d'obtenir. 
(roo). Dans le cas de ~ = i ,  OU d'une seule observation, P est la 
probabilité que la valeur de A qui doit, par hypothèse, être comprise 
entre les limites données a et b, ou h-g et h f  g, le sera, d'après l'obser- 
vation, entre les limites aussi donuéesc - E  e t c  + 6. Si ces derniéres 
limites renferment les premières, ou devra donc avoir P = I  ; si ,  au 
contraire, ce sont les dernières limites qui sont renfermées dans les 
premières, P devra être le rapport de l'intervalle 2.6 desderniércs à l'in- 
tervalle zg des premières; si les dernières liiîiites tombent toutes deux 
en dehors de l'intervalle des premières, il faudra qu'on ait P = O ;  si 
c - i tombe dans I'intcrralle de h - g et h 3. g ,  et c + 6 en dehors, 
P devra être le rapport de l'cxcès de h+g sur c - E à l'intervalle a g ;  
et enfin, si c'est c f E qui tombe dans l'intervalle de ?z - g et h + g, 
et c - e en dehors, il faudra que P soit le rapport de l'excès de c + 6 
sur h - g à l'intervalle ag. Ces cinq valeurs différentes de P, savoir : 
se déduisent effectivement de l'équation (IO), qui donne 
pour p = i .  On aura, en même temps, p = h - c , et par suite 
Dans le premier des cinq cas qu'on vient d'énoncer, ou aura 
c + E > h + g e t c  - E < h - g; les quantités comprises entre les 
seront positives dans r et négatives dans Tl ; il faudra, en 
conséquence, prendre les sigues supérieurs dans ï et les signes infé- 
rieurs dans r, ; et il en résultera 
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Danslesecondcas, on aura h +  g >  c +  ee t  h -g < . c - € ; o n  
devra prendre les signes supérieurs des premiers termes d e r  et Tl , et les 
signes inférieurs de leurs seconds termes ; de sorte que l'on aura 
Dans le troisième cas, nous aurons h - g > c + E; on devra prendre 
les signes supérieurs dans r et dans r, ; ce qui donnera 
Ou pourra aussi avoir, dans ce troisième cas, h + g < c - E ; ce qui 
exigera qu'on prenne les signes inférieurs; les valeurs de ï et Tl chan- 
geront donc de signe, et I'on aura encore P = o. Dans le quatrième 
cas, noiis auronsc- i>h - g ,  C - ~ < h + g ,  c + ~ > h + ~ ;  il 
faudra prendre les signes inférieurs des deux termes de r,, le signe 
supérieur du premier terme de ï, et le signe inférieur de son second 
terme; d'où il résultera 
Enfin, dans le cinquième cas, on aura c - r<h - g ,  c+r>h-g, 
c +- s < h + g .  On prendra, en conséquence, les signes supérieurs 
des deux termes de T ,  le signe supérieur du premier terme de Tl , et le 
signe inférieur de son second terme ; ce qui donnera 
La vérification de la valeur de P relative au cas d'une seiife ob- 
servation, peut aussi se faire sur cette valeur générale, donnée par la 
formule (4). Dans ce cas, si l'on regardeJz comme une fonction dis- 
continue, qui soit nulle pour toutes les valeurs de 5 non comprises 
entre les limites données a et b ;  la probabilité P que la valeur de A 
34 
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devra tomber entï-e les limites c ;r= E, sera évidemment 
Or, pour p z= r , on a ,  d'après les formules (5) et (4) , 
et eri intervertissant l'ordre des intégrations relatives à x et z, el faisant 
disparaitre les imaginaires , cette expression de P pourra s'écrire 
ainsi 
Mais on a, comme plus haut,  
sin yx 
farn i - d x = i  in-, 
selon que la constante .y est positive ou négative; la différence des 
deux ir~ïégrales relatives à x sera donc nulle ou égale à V ,  selon que 
lesdeux quantités c f 6 - 2  et C- 8-2 seront demhmes signesou de 
signes contraires ; par conséquent, l'intégrale relative à a se réduira à 
zéro pour toute valeur de z qui sera, ou plus grande que c -+ 6 ,  ou 
plus petite que c - E ;  elle ne devra donc s'étendre qu'aux valeurs de z 
comprises à la fois entre a et 6 ,  et entre c - B et c + E ;  et puisque 
nous regardonsf,~ comme nulle pour toutes les valeiiis de z qui toni- 
heiit hors des limites a et b ,  la valeur de P se réduira à l'intégrale 
de Azdz, prise depuis 3 =c - E jusqu'à c + E ;  ce qu'il s'agissait de 
vérifier. 
(cor). Lorsque p. sem un très gwnd nombre, oim pourra, par des 
transformations semblables à celles du n' 95, changer la formule ( 4 ) 
en une autre qui fera coiinaître la valeur approchée de P. 
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Observons d'abord qiie la formule (5) peut s'écrire ainsi 
X= @ z r V - ~  ,zx Si f &JZe=z2 ~ ~ ~ z . d z , .  . L' e 3 c z p v G ~ ~ $  d; . 
Faisons ensuite 
(~b . "6zncosxz~dz~  +(j;l.z. sinxz.dq)' = p,,'; 
il y aura un angle réel r,, tel que l'on ait 
~ y ' a ) $ z a c ~ ~ r ( z i & = ~  P.,, i l a f . z , ,  sin z a m d ~  =si., ; 
et si l'on fait aussi, pour abréger, 
Ptf.Ps.. .Fp = Y, 
I ; t r , + r ~  ...+ r, =y,  
la valeur précédente de X deviendra 
X - 'll e y B / E .  
En la substituant dans Ia formule (4)> on aura donc 
dz /- d z  P = f 1:' Y cos(y-cx)sin EX + e!J-m Ysin(y-cx) sin 6 x  -; 
et comme les éléments de la seconde intégrale =nt deux à deux 
égaux et de signes contraires, et celur de la premièm , deux à deux 
égaux et de mémes signes, cette valeur de P se réduira 1 
dr P = I ~ =  ~mi(y -ml sin=-- (11) 
5 
Pour x = O ,  on a p, = I ; et pour toute autre valeur de x, celle 
34. .  
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de p. est moindre que l'unité. En effet, l'expression de pl. peut 
évidemment se changer en celle-ci : 
laquelle esi équivalente à 
# 
moindre que [(Ib~of.~~zldzdz' ,  ou que~~.zdz./%ztdz' ,  
pourtoute valeur de x différente de l'unité; et, par conséquent, moin- 
dre que l'unité, puisqubn doit avoirJabh/z = I et f jnzldz '  = 1. 
Cela posé, le nombre p étant très grand, il s'ensuit que dès que 
la variable x ne sera plus très petite, le produit Y, égal à l'unité 
pour s = O ,  se réduira, en général, à une très petite fraction 
quir serait tout-à-fait nulle si p pouvait devenir infini. En faisant 
abstraction, comme dans le no 95, du cas particulier ou Y con- 
vergerait vers une quantité différente de zéro (*), nous pourrons 
donc ne donner à x, dans l'intégrale que contient la formule ( r i ) ,  
que de très petites valeurs, à la limite desquelles la valeur de Y 
soit insensible; de sorte qu'en faisant 
la variable 0 pourra être supposée infinie à cette limite; et qu'en subs- 
tituant cette variable à x dans l'intégration, on devra prendre zéro et 
l'infini pour les limites de l'intégrale relative à 8. 
Pour exprimer x et dx au moyen de û et dB, je développe les valeurs 
précédentes de p. cosr. et  p, sinr. suivant les puissances de x .  En 
(+) Pour l'examen de ce cas particulier et des singularités qu'il présente, je ren- 
verrai à inon iuémoire inséré dans la Connaissance des Tems, de 18a7, et que 
j'ai déjà cité (no 60).  
, 
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mettant la lettre z au lieu de z. sous les signesî, et faisant 
JabzjIzdz= 4, [:z.fzdz = P., K z % z d z  = ku. , etc., 
nous aurons, en séries convergentes, 
z3 
p. sin r. = xk" - - i .a.3 k",, + etc. 
En faisant aussi 
5 (k:, - &)= h,, i (El. - 3k.Fm+ +P,)=g., etc., 
on déduira de ces séries 
p, = I - x9hS + dl. - etc., 
r. = xk. - xsg. f etc.; 
et de cette valeur de p., on déduira ensuite 
logp. = - x'k -f- d ( L  - hi) - etc. 
Faisons encore 
sk.=pk, Zh.=ph, fg.=pg, x(1.-tk.)=pl,etc.; 
les sommes 1 s'étendant, ici et dans tout ce qui va suivre, depuis n= r 
jusqu'à n = p; nous aurons 
logY = - 8. = - x V ~  f xtpl - etc.; 
, d'où l'on tire 
8 l b 3  
x = -= + -- + etc., 
/ p h  W h 1 / T  
dx - dj IddO ,- ë - + ~  + etc.; 
= 7 O  JkmHERm 
et l'on aura en m h i e  temps 
y - c . î : = ( p k - ~ ) x - ~ + e t c . ,  
h V'rh 
COS(.?' - cx)  = COS (PIC -C)Z + sin(pk-C)Z+ etc. h Vt 'h  
Au moyen de ces diverses valeurs, la formule (1 1) devient 
m da P =:Io t - @ ~ o s  (pk - c)s sin EX 
+ - ~ m ~ ~ * . n ( ~ - ~ l x s i n c s . d * ~ ,  , h i p h  (12) 
en négligeant les termes qui seraient divisés par p, et conservant x à 
la place de sa valeur sous les sinus et cosinus. 
Si nous prenons 
C 3 4 ,  
cette formule se réduira à 
en supposant que le rapport de E à q p  ne soit pas un grand nom- 
bre, ce qui permet de réduire la valeur de FX à son premier terme 
2.!- Or, a étant m e  constainte indéterminée, on a ,  d'après une for- 
v2. 
mule connue, 
.La 
du 
en multipliant par -- et intégrant depuisa=o jusqu'à a = E ,  on 
\/;chp 
en déduit 
et en faisant 
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et observant qu'on a 
il en résultera enfin 
pour la probabilité que dans un très grand nombre p d'épreuves, la 
sovme s des valeurs de A sera comprise entre les limites 
ou, ce qui est la même chose, pour la probabilité que k s  limites 
comprendront la valeur moyenne de A, résultante de cesp épreuves 
successives. 
(ro2). En donnant à u une valeur peu considérable, qui rende néan- 
moins la  formule(^ 3) trés peu différen~e de l'unité, on en conclura que ie 
rapport différera probablement fort peu de la quantité k ;  et comme 
cette quantité représente la somme des valeurs possibles de A ,  multi- 
pliées par leurs chances respectives à chaque épreuve, et divisées par 
le nombre p des épreuves, c'est-à-dire la somme de ces valeurs mul- 
tipliées respectivement par leurs chances moyennes, il s'ensuit que 
cette couclusion coïncide avec la proposition du II' 53, qui se trouve 
ainsi démontrée dans toute sa généralité. 
Ainsi, dans uu très w n d  ride d'épreuves, il y aura toujours 
une probabilité très approchante de la certitude, que lavaleur moyeune 
de A différera très peu de la quantité k : la différence' - k diminuera 
t' 
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iidéfininient mesure que p augmentera de plus en plas, e t  serait tout- 
à-fait nulle si ce nombre devenait infini. 
Si l'on construit une courbe plane dont z etj.z soient les coor- 
donnéescourantes, elle représentera la loi de probabilitédes valeursde A 
.dans la nEmr épreuve, en ce sens que l'élément hzdz de l'aire de cette 
courbe sera la probabilité infiniment petite de la valeur de A exprimée 
par l'abscisse z. La courbe dont les coordonnées courantes sont a 
et 1 BJZ représentera de mén~e la loi de probabilité moyenne des 
II 
valeurs de A, relative à la série des p épreuves; l'intkgrale Lbf.zrli 
étant l'unité, l'aire totale de cette courbe, depuis z = a jusqu'à z & b, 
sera aussi l'unité; et si l'on appelle P l'abcisse de son centre de gra- 
vite, on aura 
en sorte que cette abscisse est la quantité k vers laquelle converge, 
dans tous les cas, la moyenne des valeurs de A. Cette quantité sera 
zéro toutes les fois que par la nature de la chose A, ses valeurs 
égales et de signes contraires seront également probables dans chaque 
éareuve, c'est-à-dire lorsque l'on a u r a 5  (- z) =Jz, pour toutes 
les valeurs de n et de a. 
La constante h devra être une quantité positive, pour que les li- 
mites de soient réelles. C'est aussi ce que l'on peut facilement véri- 
r 
fier. En effe~ ,d'après ce que h représente, et parce queJ1l"f.ddzl = 1, 
on peut écrire 
.,$. = / b ~ ~ z d z . ~ a ~ z ' d i  - J b  ~ l . y ~ f ~ ~ ~ ~ ~ z ' d z ' ,  
ou, ce qui est la même chose, 
OU bien encore 
2h. =[abJ' (zl* - z l z ) ~ z ' j n d ~ ' d z ;  
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ce qui donne, en ajoutant ces deux dernières équations, 
dr , cette valeur de 4h. est évidemment positive, et ne peut pas non 
plus être nulle, puisque tous les éléments de l'intégrale double sont 
positifs ; par conséquent, il en sera de même h i'égard de la somme Zh,  
el de h. 
Le cas le plus simple est celui d'une égale probabilité de toutes 
les valeurs possibles de A, pendant toute la série des épreuves. Quel 
que soit n, on aura alors 
afin quecette valeurconstantedeJzsatisfasseà la condition jizrlz=~; 
et  il en résultera L" 
Les limites ae f dont la probabilité est P, seront, en conséquence, 
zuzl et se réduiront a qz -, lorsqu'on aura a = - b. En prenant, par 
V ~ P  
exemple (no 82), a 
u = 0,4765, 
il sera également probable que la moyenne 5 se trouvera comprise 
i en dedans ou en dehon des limites (0,389) - - et si l'on aP=Goo, 
vt.' 
il y aura un contre un h parier que ne s'écartera pas de zéro, d'une 
pliis grande que la fractiou de b, à très peu près Cgîle 
à (o,or(i)b. 
35 
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Ce cas est celui d'un point fil doit tomber à chaque épreiive sur 
une tlroite dont la longiicur est 25, et où l'on suppose toutes les PO- 
sitions de M sur cette droite également probables : P est alors la pro- 
babilité que dans un très grand nombre p d'épreuves, la distance 
moyenne d e  ilg au milieu de cette droite néxcèdera pas la fraction 
2u 
--de sa demi-longueur b. Si M devait tomber 3. chaque épreuve V G  
. . 
sur la surface d'un cercle d u  rayon b ,  et que l'on supposât également 
probables toutes les distaoces égales du point M à, son centre, il est 
cvident que la prolabiliiéf,dz d'une distance z serait proportionnelle 
à z; en la supposant constante pendant les épreuves, et observant que 
toutes les distances possibles seraient comprises entre zéro et b, i l  fau- 
drait prendrefi  = polir satisfaire à la c o i i d i t i o u ~ ~ ~ ~ d J . u i r  = 1 ;d c  
cette nianière, on  aurait 
et P serait la probabilil& que dans le nombre &d'épreuves, Ia moyentie 
de:, distances d u  noint bî au centre serait compiise entre les limites 
(103). Quoique nous ayons supposé (no g7) lachose A susceptible d e  
toutes les valeurs con~prises entre les limiiesa et b ,  mais inégalement 
probables, Ics formules que nous avons obtenues n'en sorit pas moins 
applicables au cns où le nqplbre d e  valeurs possibles de A est limité; 
et pour cela, il suffira de considéi-er comme des fonctions discouti- 
nues, les f o u c t i o n s ~  z,Jz, fi, etc., qui  expriment les lois de pro- 
babilité des valeurs de A daus les p éprenves successives. 
Soient, eu effet, c , ,  c., c,, . . . c,, un nombre v de valeurs de z 
coinprises entre a et b; supposoiis que la fouctiou A z  soit nulle 
pour toutes les valeurs de z qui ne sont pas infiniment peu différentes 
de l'une de ces quantités c,, c,, c,, . . . c, ; en désignant par 6 un in- 
finiment petit, supposoris aussi qu'on ait 
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de cette manière, A ne sera susceptible que des v valeurs données c, ,  
c,, c,, . . . c,, dont les probabilités respectives seront y , ,  ys, ps ,... y, 
i la nreme épreuve, e t  pourront varier d'une épreuve à une autre, c'est- 
à-dire avec le nombre n. Mais l'une d e  ces valeurs devant avoir lieu 
certainement 3 la n""'épreuve, il faudra que l'on ait 
. 
pour toutes les valeurs den,  depuis n = i jusqu'à n =p. Cette somme 
des quantités y , ,  y,, y3, etc., sera d'ailleurs la valeur d e  l'intégrale 
[a7nzd3, et cette équation remplace lacoudition zdz= 1. cf. 
Pour un indice quelconque i, on a identiquement 
Si l'on prend ces intégrales entre les limites  cl^ 6, celles qui renfer- 
ment le facteur E - CI SOUS le signeJs'évanouiront, puisque entre ces 
limites, ce facteur est infiniment petit, et les autres auront pl pour va- 
leur. On aura donc 
d'où l'ou conclut 
a u  moyeii de quoi les quantités désignées par k et A dans le na ror ,  de- 
viendront 
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les sommes Z s'étendant au nombre p des épreuves. Par conséquent, 
la formule (13) exprimera la qtie la somme s des valeun 
de A, dans cette série d'épreuves, sera comprise entre les limites 
@ k ~  zu\/Fh, dans lesquelles on mettra pour k et h les valeurs que 
l'on vient d'écrire, et qui seront faciles à calculer, quagd les v valeurs 
possihlcs de A et leurs respectives serout données pour 
chaque épreuve. 
Si ces probabilités sont constantes et ,  J e  plus, égales eutre elles; 
leurvaleiir commune sera f , et l'on aura simplement 
Supposons, par exemple, que les valeurs possibles de A soient les six 
numéros marqués sur les faces d'un dé ordinaire, que l'on projette 
successivement un très grand nombre J e  fois représenté par p; abstrac- 
tion faite de la petite inégalité qui peut exister entre les chances de 
ces six faces, on aura 
d'où il résultera 
35 
7 h z 3 ;  k =  a ,  
eii sorte que la formule (13) exprimera la que la sonimes 
des numéros qu'on amènera dans les p ;preuves successives, sera com- 
prise entre les limites 
i ( 7 P  T Y\/$). 
En prenant u= 0,4765 et C( = 100, il sera également probable que 
daus ioo épreuves, la sonime s sera comprise en dedans ou en de- 
hors des limites 350 1 1 ~ 5 .  
(, O(t).nfaintenant considérons, comme dans le no 5a, un évéi~ement E 
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d'une naturequelconque, dont l'arrivée puisse htre due àun nombre v de 
causes distinctes, qui s'excluent mutuellement et qui sont les seules 
~,ssihles. Appcioosces causes C, ,  C,, CS,. . .Cr ; soient C, la chance que 
la cause C, donnera à l'arrivée dr E, quant1 ce sera cette cause qui inter- 
vieitdra, et >, la probabilité desoii iriterventioii. Lschance de E pourra 
varier, en conséquence, d'une épreuve à une autre : ce sera une chose 
siisceptible de v valeurs différentes, c,, c,, CS, . . . c,, dont les pro- 
habilités respectives sel-ont >, , y,, y3, . . . ?,, et demeureront les 
mêmes tant que les canses C,, C,, C,, . . . C,, ne changeront pas. En 
prenant donc cette chance pour A ,  il y aiira la probabilité P, doiinée 
par la formule (i  3), que sa valeur moyenne, dans un très graud nom- 
2 u v x  bre p d'épreuves, sera comprise entre les limites k 
--, où l'on 
. vr 
mettra pour k et h, letirs premières valeurs du numéro pr6cédeilt, 3p- 
pliquéesau cas oùlesquantités c,, c,, CS, etc., 2, ,p.? y3, etc., demeurent 
constantes pendantlesépreuves; ce qui changera ces valeurseu celles-ci : 
et les rend, comme on voit, indépendantes du nombre p, quels que 
soienr d'ailleurs le nombre et l'inégalité des quantités &elles renfer- 
nient. Et comme on peut donner à IL une valeur peu considérable, 
qui rende la prohabilité P très approchante de la eertiiude, il s'eiiçuit 
que la moyeriiie des chaiices de E qui sui-ont lieu pendant la série 
d'épreuves, différera probablemerit très peu de la somme des v pro- 
duits >,c,, y.c., etc , dont elle s'approchera iiidéfinimcnt à mesure 
que le nombre p. augmentera encore d'avantage; ce qui est la seconde 
des deux propositions générales du na sa, qui nous restait à dénion- 
trer. 
Dans deux sériescon~posées de très $rands nombres p. etp' d'épreuves, 
si l'ou repré,ente par m et m' les nombres de fois que l'événeme~it E ar- 
m m' 
rivera, les rapports - et s'écarteront probablement fort peu (11-96,) 
" P 
des chances moyennes de E dans ces deux séries; il est donc aussi 
très probable qu'ils différeront très peu de la valeur précédente de k, 
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et, par conséquent, l'un del'autre, puisque cette valeur de k sera coni- 
mune aux d e u ~  séries d'épreuves, si, toutes les causes C,, C., Cs, etc., 
n'ont pas changé dans l'iiitervalle. Mais quelle sera la probabilité d'uue 
petite différence donnée entre ces rapporlç - et 77 Cést une questioii 
r f i  
importante dont nous nous occuperons dans un des numéros sui- 
vants. 
(105). Daus la plupart des questions auxquelles la forrnlule (13) est 
applicnl,le, la loi de probabi!ité des valeurs de A est inconnue, e t ,  
par conséqueiit, Ies quantités et h ,  contenues daus les limites de 
la valeur moyenue de A, rie peuveut se déterminer c i  priori. Mais au 
moyen des valeurs de A observées dans uiie longue série d'épreuves, 
on pou]-ra élinliner les inconnues que renfermeraient les limites de 
sa valeur moyenne, dans d'autres séries également composées d'ur, 
grand nombre d'épreuves, et pour lesquelles les diverses causes qui 
peuvent amener toutes les valeurs possibles de A ,  sont les niêmes 
que pour la série dont ou aura employé les résultats, en entendant 
par de mémes causes, celles qui donnent la même chance à chacune 
J e  ces valeurs, et qui ont elles-m&ilies une égale probabilité. La sa- 
lution complète de ce probléme est l'objet des calculs suivants. 
Je fais c = E daus la formule (1 z) ; il en resulte 
-Jme-i' cos ( p k z ) d . r i 6 + ~  e-"'cos(2rx-pksjbadO, 
i1.7, VPh O y 2 O  
pour la probabilité que 'la somme s desln. valeurs de A sera comprise 
entre zéro et 2 6 .  On en conclut que la différentielle de P par rapport 
à E >  savoir : 
àp dz= ad$ -[re-as cos(lu-pkx), X ~ J  -%fOmc-o~ sin  EX-picx) XO*C[~ 
r h  Vph - 
exprimera la probabilité infinin:ent petite que s aura précisément 26 
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pour valeur. Je fais aussi 
2 ~ = p k +  20 $/l;ih, dsa qpz dv; 
dP je désigne par mdv la valeur corrresponciante de di, dans iaqueilc 
je néglige les quantités de l'ordre de petitesse de 5, cequipermeitrad'y 
~éduire  x au pemier ternie 8- desa valeur en série (no 101); il vient \'? 
et à cause de 
cette valeur de mdv prendra la forme 
V désignant un polynome qui ne contient que des puissances impaileç 
de u ,  et qui n'influera pas, quel qu'il soit d'aiifenrs, sur le résultat de 
nos calc~ils. Cette expression de mdv sera donc Ia probabilité de la 
somme s égale à la valeur précédente de 2~, ou hien en divisant,par p, 
ce sera la probabilité de l'équation 
dans laquelle v est Linc quantité positive ou négative, mais très petite 
par rapport à qp .  
J'ap~ellerai maintenaut C,, Cs. . . C, , toutes les causes, connues 
ou inconniies , qui s'excluent mutuellement, et qui peuvent donner 
à A une des valeurs dont cette chose est susceptible; et je désignerai 
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p" y, ,  y,, y3,. . . y v ,  leurs probabilités respectives, dont la soinme 
sera égale k l'unité, et dont chacune aurait une valeur inhiment  pe- 
tite, si le nombre de ces causes possibles était infini. Les valeurs pos- 
sibles de A étant toutes celles qui sont conîprises enire a et 6, et, can- 
séquemnlent, eu nombre iuiini, la chance de clincune d'elles, pi oveliant 
de chacune de ces causes, sera i:ifiuiilieiit petite. Je représenteini 
par Z,dz la chance que Ci donnerait, si cette cause &ait certaine, à la 
a de A. Untégrale JaLdadz, relsiive à la B'"~ épreuve, sei.;r 
donc une chose susceptible des u v a l e u r s ~ o b r ~ . d a ~ z ~ . d z , . . f L z ~ Z d z ,  
dont les probabilités seront celle5 des causes correspondailtes; en sorte 
que p, exprimera, & uuc épreuve quelconque, la cliance de la valenr ldL zZ,clr. Par conséquent, la infiniment pctite d'une valeur 
de la rnoyriine 5 c r j . i d z ,  sec déterniineii par la règle 
clui convient à 13. moyenne 5 des valeurs d'une chose quelconque, dans 
IL 
un très grand nombre EL d'dPreuves : s sera alors la somme des r. va- 
leurs iuco~nues de [aLifnzdz, qui auront lieu dans cette série dé- 
preuves , et les quantités qu'on devra prendre pour k et h ,  se déter- 
mineront d'après les v valeurs possibles de cette intégrale, 
o r ,  en prenant ces v valeurs [ a L z ~ , d z ,  S a b z ~ , d z  ,... sah z ~ . d z ,  
pour celles que l'on a désignées par c,, c,,. . . c, , dans le no 103, 
et faisant, pour abréger, 
où la caractéristique S indique une somrne q u i  s'étend à tous les in- 
dices i depuis i = I jusqu'à i= v > ce soiit , d'après les formiiles de ce 
numéro ., les quantités p et g 9  indépendantes de p ,qu7iI faudra prendre 
pour k et h. Si donc on désigne par v, une quantité positive oit né- 
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- gative, très petite par rapport à GEL; que V, soit uii polynome qui lie 
contieniie que des puissaiices impaires de ( 5 ;  et que l'on rasse 
cet infiniment petit wldv, sera la probabiiité de l'éqiiatioii 
En considérant de nii.rire la quantité 
coninle une chose susceptible des 11 valeurs correspondantes aux causes 
ë,, C o , .  . .CV , et dont les probabilités, à chaque épreuve, seront 
celles de ces causes mêmes; désignant par u,, une quantité positive OU 
négative, telle que le rapport -5 soit uue très petite fraction, et pai 
Vf. 
V,, un polynome qui ne contienne que des puissances impaires de v,,; 
raisani ensuite 
et, pour abréger, 
cette expression de ~ , ~ d v , ,  sera la pr~babilité que la moyenne des p va- 
Leurs de la quantité dont il s'agit, savoir : 
ne différera de a que d'une quantité déteiiiiinée, de l'ordre de peti- 
36 
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tesse de et qu'il nous sera inutile de connaitre. D'ailleurs cette VG' 
moyenne n'est autre chose que la quantité h du no ror ;si donc on né- 
glige les quantités de l'ordre de 5 il suffira de mettre a au lieu de h, 
P ' 
dansle second terme de fa valeur précédente de 5, qui est déjà de l'or- 
dre de --& : de cette manière, on aura 
V r  
et la probabilité de cette équation serait encore mdv, si la valeur de h 
que I'on a employc'e était certaine. Mais cette valeur n'ayant qu'une 
probabilité m,,dv,,, dépendante de la variable v,, qui n'entre pas dans 
la valeur de:, il s'ensuit que la probabilité de celle-ci aura pour ex- 
pression complète , le produit de mdv et de la somme des valeurs 
ùe m,,dvll, correspondantes à toutes celles que i'ou peut donner à v,,. 
Or, quoique ces valeurs doivent être très petites par rapport à dF, on 
pourra néanmoins, a raison de l'exponentielle e- v,,' facteur de m,,dv,,, 
etendre l'intégrale de m,,dv,, sans l'altérer sensiblement , depuis 
v, = - 03 jusqu'a vil = CO ; la partie ddpendante de VI,  disparaitra 
comme étant composée d'éléments, deux à deux égaux et de signes 
contraires ; et l'on aura simplement f: m*dv, = i . Par conséquent, 
m 
la probabilité de l'équation précédente sera toujours mdv, comme si 
l a  valeur approchée de h dont on a fait usage, eût été certaine. 
On peut aussi remarquer que la moyenne - Z zj,,zdz n'est autre 
' Lb ' 
que la quantité k du no io  1 ; l'expession de ,",dv, est donc la pmbabi- 
lité que la valeur de cette quantité sera 
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donc en substituant cette valeur dans celle de z, ce qui donne 
la probabilité de cette dernière équation, pour chaque couple de vo- 
leurs de v et v,, sera le produit de mdv et &,d(~,, que je représenterai 
pdr O ,  de sorte qu'on ait 
en négligeant le terme qui aurait pour diviseur. 
Désignons par 0 nue variable positive ou négative, très petite, 
comme v et v,,  par rapport à di; on pourra faire 
et si I'on veut remplacer v, par cette nouvelle variable, dans la formule 
différentielle ~récédente, il y faudra mettre, au lieu de v,  et dv, , les 
valeurs 
ce qui ~~~~~~~~~~a en celle-ci 
dans laquelle Test  un polynomeprovenant de V et V,, eidont chaque 
terme contient une puissance impaire de v ou de 8. L'équatioii 
ne renfermant plus que la variable 8 ,  ii s'ensuit que sa prohabilité 
56..  
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totale sera la somme des valeurs de a ,  relative à toutes les valeurs 
positives ou négatives que l'on peut donner à l'autre variable o. De 
plus, à raison de l'exponentielle que renferme :'expressioii de o , il 
sera permis d'étendre cette intégrale, sans en altérer sensiblement ?a 
valeur, depuis v =- CO jusqu'à v = ;o. Alors, en faisant 
et désigriaiit par Tt ,  ce que T deviendra en fouctiori de fi et f i , ,  riolzb 
attrorllr 
l:,, limites de l'intégrale relative à la nouvelle variable 8, seront ericoie 
zk m ; eu représeritant donc par ndd sa valeur infinimeut petite, il eir 
rcaultera 
poirr la probabilité de l'équation (14); O étant un polyiiome qui ne 
coritient que des puissances impaires de 0. 
II s'agira actuellemeiit d'éliminer l'inconnue a + g de cette équa- 
tion (14); ce sera possible, comme on va le voir, parce que I'ex- 
pressioii de a + C se réduit à 
et se trdnve indépendante de la somme 4. ( lebzz idz) . ,  q u i é t r i t c o i ~ ~  
tenue dans chacune des juantités CL et g. 
(106). En appliquant à - zif.zdz le même raisoiiiienieut qii'it : .LL 
cette quantité diiiiiiiuée , comme dans le . numéro précédent, de 
( L L $ x ? z ) . ,  et di.signaiit par p sa valeur inoyeiliie, de sorte 
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qu'ou ait 
d'une quantité déterminée et de l'ordre de petitesse de --' De pliri, cri 
v' F' 
nPglisearit toujours les termes qui ont pour diviseur, on  verra aussi, 
comme dans ce niirnéro, qu'il sera permis d'ernployei-, dans l'équa- 
tion (141, p au lieu de cette s ~ [ ~ z ' z ~ ~ z  de la valeur précé- 
dente de a +- g, sans rie4 changer à la probabilité nd0 de cette équa- 
tioii. L'antre partie de la -valeur de a + 6' étant exactement la 
qciaritité f >', on aura donc 
ail moyen de quoi l'équaiioii (14) dmienclra d'iibord 
Ceiaposé, soit Zune  fonctiondonnée dez. L'analysedes na. y7 et [ o r ,  
et par suite, l'expression de mdo du numéro précédent, s'éteiidrotit saus 
difficulté à la somme des valeurs de Z qui auront lieu dans les F(. 
épreuves que nous considérons. 11 sufira de prendre ail lieu de A ,  
une autre chose A, dont les valeurs soient celles de cette fonction Z. La 
infiniment petite d'une valeur quelconque de A, sera la 
même que ceile de la valeur correspondante de'z, et s'exprimera, et1 
coriséquence, par j"zdz i la nie"' épreuve; et si l'on désigne par k,, i,', 
g,, etc., ce que deviennent relativement à A,, les quantités k, h ,  
g, e k . ,  du n' i u r , se rapporteut à A ,  or1 aura 
Donc, en appelant s,, la somme des p valeurs de A, qui aurout lieu 
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dans la série d'épreuves, l'infiniment petit mdv sera la probabilité que 
l'on aura précisément 
Maintenant, si nous faisons Z = z*, nous aurons 
au degré d'approximation où nous nous arrêtons, on pourra donc 
pour la valeur de Q, dans l'expressign précédentede 5; et l'on 
s'assurera, comme dans le numéro précédent, que la probabilité de 
cette expression ne changera pas; en sorte que nd4 sera toujours la 
pobabilité infiniment petite de l'équation 
ou de celle-ci, 
qui se déduit de la précédente, en nkligeant toujours les quantités de 
l'ordre de petitesse de I. 
P 
Je représente par A, la valeur de A qui a eu ou qui aura lieu à la 
ri""' épreuve ; et je fais, pour abréger, 
On aura ideutiquement 
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au moyen de quoi, l'équation précédente deviendra 
Or, on conclut de là que si l'on désigne par u une quantité positive et 
donni!e, l'intégrale de la probabilité nd de cette équation, pri\e de- 
puis O z u  jusqu'à 8=-u, exprime1.a la probabilité que la valeur 
de 5 tombera entre les limites 
En appelant r cette dernière et ayant égard a l'expression 
de nd8, on aura 
et  comme O est un polynome qui ne contient que des piiissances im- 
paires de 8,  la seconde intégrale sera nulle, et l'on aura simplemeiit 
résultat qui coïncide avec la probabilité P donnée par la for- 
mule (15). 
Aiiisi, ce& formule éxprime la probabilité que les limites 2 
V i '  
qui ne renferment plus rien d'inconnu après les épreuves, comprendront 
la différence entre la moyenne f des valeurs de Aet la quantité spéciale 
7, dont cette moyenne approche ind&finiment, et qu'elle atteindrait 
si PL devenait infini, sans que les causes C, , C,, Cs,. . . C, , des valeurs 
possibles de A chaiigeassent jamais. 
(107). Supposons actuellement que l'ou fasse deux séries d'un 
grand nombre d'épreuves, qui sera représenté par ,u dans l'une de ces 
séries et par p' dans l'autre. Soient s et s' les sommes des valeuri de A 
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dans ces deux séries; soient aussi h,  et A'. les valeurs de 4 qiii auroot 
oii qui ont eu lieu à la n""' épreuve; et faisuns 
i SA'.= A', ' z (A' ,  - A')' = ~ ~ " .  
P' P' 1 7  
les sommes 2 s'étendant à toutes les épreuves de chaque série, c'est- , 
à-dire, les deux premières depuis n= i dusqu'à n =pl  et les deux der- 
iiières depuis n = 1 jusqu'a 12 = p'. J i  les causes C, , C, , C s , .  . . C, , ne 
cliangent pas d'une série d'épreuves à l'autre, la quantité 7 du ne 105 
iie changera pas non plus; en désignant alors par 0 et b' des variables 
positives ou négatives, mais tres petites par rapport à dk et ~ ' 2 ,  les 
équatioris relatives aux valeurs moyennrs de A dans ces deux séries, 
seront 
b l  s' b'l' 
9 
; = ' Y + - .  !' \/T (151 
et leurs probahilitbs respectives i.d8 et n'dû' auront pour expres- 
sions 
O et O' étant des polynomes qui iie contientient que des puissances 
impaires de Q et 0'. De plus, si les séries se composent d'épreuves diff4- 
s sr 
rentes, on pourra considérer ces valeurs de - et c o w e  des évé- 
P CL 
iiements indépendants l'un de l'autre; et par la règle du uo 5, la pro- 
babilité de leur arrivée simultanée sera le produit de ndû et v'd8'. Ce 
sera aussi la probabilité d'une combinaison quelconque des deux 
équations ( i  5), et, par exemple, de l'équation que l'on obtient en les 
retranchant l'une de l'autre, sa\,oir . 
Aiusi, en désignant par -$ le produit nn'dW, et nbgligeant le terme 
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qui aurait v$ pour diviseur, nous aurons 
pour la probabilité de  l'équation précédente, relativement à chaque 
couple de valeurs de 9 et 0'. 
Pour suivre ici, la même marche que dans le no 105, je fais 
ce qui change cette équation en celle-ci : 
Je remplace 6 dans J,, par la nouvelle variable t ;  et pour cela, 
je fais 
d'où il résulte 
n étant u n  polynome dont chaque terme renferme une puissance im- 
sr S paire de  t ou  de 0 .  La valeur de - -7 ne renfermant plus que la 
C "  
variable t , sa probabilité sera l'intégrale de 4 étendue à toutes les va- 
leurs que l'on pourra donner A l'autre variable 8; et à cause de PexpO- 
nentielle contenue dans 4, cette intégrale pourra s'étendre, saus en 
altérer sensiblement la valeur, depuis e = - a, jusqu'h Q= a. En fai- 
sant alors, 
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et désignant par il' ce que il deviendra, nous aurons 
+ = 5(1-n')e-t' '-t '  dt'dt ; 
les limites de l'intégrale relative à t'seront eocore t' = co ; et si I'on 
représente par la probabilité infiniment petite de la valeur précé- 
s' s dente de - - on aura 
C C '  
T étant un polynome qui ne contietit que des puissances impaires de t .  
Enfin, si nous représentons par u une quantité positive et donnée, et 
S' S par A la probabilité que cette différence - - tornbera entre les li- 
F' C 
mites 
nous aurons 
ce qui coïncide avec la valeur de P dounée par la formiile (13). Par 
conséquent, cette quantité P est la probabilité que la différence entre 
les valeurs moyennes de A dans deux longues séries d'épreuves, tom- 
1,era entre ces limites qui ne contiennent rien d'inconnu. 
Après avoir pris pour u une valeur suifisanie pour rendre celle de P 
très peu différente de l'unité, si l'observation donne pour cette diffé- 
s ' s  
rence _i - ;, une quantité qui tombe en dehors des limites précé- 
# r-  
dentes, on sera fondé à en conclure que les causes C, , C,, C,, . . . C, , 
des valeurs possibles de A, ne sont pas restées les mêmes dans l'inter- 
"alle des deux séries d'épreuves, c'est-à-dire qu'il sera survenu quelque 
changement, soit danslesprobabilités p., y., B, .. .y , ,  de ces causes; 
joit dans les chances qu'elles donnent aux différentes valeurs de A. 
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D'après ce qu'on a vu dans le nun~éro précédent, chacune des quan- 
tités 1 et 1' devra différer très proLablement fort peu d'une même quan- 
tité 2 dafi, incotinue et la même dans les deux séries d'@preuves; il 
est donc aussi très probable que les quantités Z et Z' différeront très peu 
I'une de l'autre; et sans changer sensiblement, ni la grandeur des li- 
mites précédentes, ni leur probabilité, on y pourra faire 1' = Z. Dans 
une série d'épreuves futures, il y aura donc la pi-ohahilité P,  donnée 
s' par la formule (13), que la moyenlie -i des valciirs dc A ,  tombera en- 
tre les limites 
qui ne dépendent, pour chaque valeur donnée de u ,  que des résultats 
de la première série d'épreuves déjà faites. 
Pour une même valeur de u ,  c'est-à-dire à égal degré de proba- 
bilité, on voit que l'amplitude de ces limites est plus grande que cellv 
des limites de la différence 7 - 5, dans le rapport de qm h d;I', 
P 
et que ces deux amplitudes coïncident a très peu près, lorsque p' est 
un très grand nombre par rapport au très grand nombre p. 
(1 08).Si lesdeuxséries de pet p'épreuvesont pourobjet lamesured'une 
iîiême chose, et sont faites avec des instruments différents, pour chacun 
desquels les erreurs égales ei  contraires soient également probables; les 
S s' 
valeurs moyennes - et 7 ,  résultantes de ces deux séries, conver- 
r C 
geront indéfinirneut vers une même quantité qui sera la véritable va- 
leur de A (no 60). Dans ce cas, l'inconnue y sera donc la même pour 
les deux séries d'observations, etles moyennes 5 et 4 différeront t r h  
C C 
pobablement fort peu I'une de I'autre ; mais, pour ces deux séries, 
l'inconnue a + C pourra être très différente; ce qui rendra très iné- 
gales les quantites 1 et 1'. Les valeurs de ces quantités étant connues, 
on peut demander quelle est la manière la plus avantageuse de corn- 
biner les moyennes 5 et - pour en déduire les limites de y ,  ou de 
C P" 
la véritable valeur de A. 
37 . .  
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Pour trouver cette combinaison, je désigne par g et  g' des quantités 
indéterminées dont la somme soit l'unité, et j'ajoute les équations (151% 
après avoir multiplié la première par 6 et la seconde par g', ce qui 
donne 
g's' gz4 gP0' 7 
v VP' 
équation dont la probabilité est égale à +, d'après ce qu'ou a dit plus 
haut, pour tous les couples de valeurs de 6 et 8'. Or, par un calcul 
semblable à celui qu'on vient d'effectuer, on en conclura que la 
quantité P, donnée par la formule (13), exprimera la probabilité que 
la valeur inconnue de 7 soit comprise entre les limites 
Si donc on veut que pour une mkme probabilité P, c'est-à-dire, pour 
chaque valeur donnée de zr ,  l'amplitude de ces limites, soit la plus pe- 
tite qu'il est possible, il faudra déterminer g etg' en égalant à zéro la 
différentielle du coefficient de u, par rapport à ces quantités ; à cause 
de g-+g '=~  et dg'=-dg, onendéduira 
et les limites les plus étroites de 7 seront celles-ci 
dont la formule (13) exprimera toujours la probabilité. 
On peut facilement généraliser ce résultat, et  l'étendre à un nombre 
quelconque de séries d'un grand nombre d'observations, faites avec: 
des instruments différents pour mesurer une même chose A .  Les trois 
quantités p, s , 1, répondant à la première .série, si l'on désigne les 
quantités analogues par p', s', Zr, dans la seconde série; par p", sr', l", 
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dans la troisième; etc.; et si l'on fait, d'abord 
$+$+$ + etc. GD', 
et ensuite 
L- r- P" 
=.p  4 ,  QI,  ~ o g ,  = Y", etc. 
la formule (13) exprimera la probabilité que la valeur inconnue de A 
est comprise entre les limites 
s'q' snqn :+7+;r + etc. r :, 
résultantes de la combinaison la plus avantageuse des observations. 
Et comme on pourra rendre cette formule (13) très peu différente de 
l'unité, en prenant pour n un nombre peu considérable, il s'ensuit 
que la valeur de A différera très probablement fort peu de la somme 
S s' S" des moyennes ;, ?, p e t c . ,  multipliées respectivement parles quan- 
tités p, q', q', etc. Le résultat de chaque série d'observations influera 
d'autant plus sur cette valeur approchée de A et sur l'ampli- 
tude q=: de ses limites, que celui des patients $, $, 6, etc., qui 
se rapporte à cette série, aura une plus grande valeur. 
Lorsque toutes les séries d'observations auront été faites avec un 
même instrument, on pourra les considérer comme une seule série, 
composée d'un nombre d'observations égal à p+,al + pl'+ etc. Ainsi 
qu'on l'adit plus haut, les quantités 1, P, ï", etc., seront à très peu près 
et très probablement égales; en étendant les sommes 2 à la série to- 
tale, ou depuis n = I jusqu'à n = ~  +p' + ,ao +- etc., et faisant 
on pourra prendre 1, pour la valeur commune de Z, l', I ,  etc.; au 
moyen de quoi les limites précédentes de l'inconiiue 7, et dont la 
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foiiuule (13) exprime la prohabilitd, deviendront 
ce qui co'incide avec le résultat du no 106, relatif à une seule série 
d'épreuves. 
(109). La question indiquée à la fin du no 104 se résoudra par des 
considérations semblables à celles dont on vient de faire usagc. 
Soit m le nombre de fois que l'événement E, de nature quelconque, 
arrivera dans un très grand nombre p d'épreuves. La chance de E va- 
riant d'une épreuve à une autre, soit p. celle qui aura lieu à la n"'"' 
épreuve. Faisons 
: z p . = P ,  f z p ' . = q ;  
désignons par v une quantité positive ou négative, mais très petite 
par rapport i v,Ü,; et représentons par U la probabilité de l'équation 
En négligeaut, pour simplifier les calculs, le second terme de la for- 
mule (2); ayant égard à ce que représente la quaniité k qu'elle ren- 
ferme; et y mettant v an lieu de 6, on aura 
Comme dans le no i 0 4  , appelons C, , C,, . . . C, , toutes les causes 
de levénement E, qui peuvent étre en nombre fini ou in- 
fini; y, ;  y,, . . . y, , leurs probabilités respectives; c,, c,, . . . c,, les 
chances qu'elles donnent à l'arrivée de E. En considérant p. comme 
une chose susceptible de ces v valeurs c, ,  c,, . . .c, , dont T,, y., . . . >,, 
sont les probabilités; faisant 
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et désignant par v, une variable positive ou négative, très petite par 
rapport à $i, la probabilité infiniment petite que l'on aura précisé- 
ment 
v,/ - - - -  p = r + 
vr 
sera la quantité m,dv, du no 105, ou sin~plement 2 e -v,' du,, en b'lr 
négligeant Ie second terme de son expression. Si l'on désigne encore 
par v, une variable très petite par rapport à v&, i ly auraaussilaproba- 
bilité m~,dv,, de ce même numéro, ou simplement- e - ..' du,,, que la 
v'i. 
quantité p - q ne différera de r - p que d'une quantité déterminée, 
proportioiyielle à v,,, et de l'ordre de petitesse de - 5 . 0  et I'on verra 
VG' 
de plus qu'en négligeant les quantités de l'ordre de .f , 011 pourra, saris 
P 
altérer la probabilité U de la valeur précédente de m, metire r-p au 
Iieu de p - q; ce qui changera cette valeur en celle-ci 
rn vv2P-2p 
; " P - -  v;-a 
D'ailleurs, si l'on fait 
il faudra, pour que m soit un nombre entier, ne prendre pour v que 
des multiples positifs ou négatifs de 6, qui devront, en outre, 6tre très 
petits par rapport à p. 
Cela posé, j'ajoute les valeurs précédentes $c p et 2 ;  ce qui donne 
équation dont la probabilité, pour chaque couple de valeurs de v et  v, , 
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sera le produit de U et de k.- e-p8*dv, que je représenterai par r et 6 
qui aura pour valeur 
en mettant r - p au lieu de p - q dans l'expression de U. Je fais 
il en résulte 
d'où l'on tire 
en négligeant les termes de l'ordre de petitesse de '. On aura, eu 
même temps, 
en ayant égard à ce que 6 représente. Mais l'expression de r ne ren- 
fermant pas v, sa probabilité en 'est aussi indépendante; elle est égale 
i la somme des valeurs de E correspondantes à toutescellesque l'onpeut 
donner à O, et qui doivent croltre par des différences égales à 6, dont 
v est un multiple ; à cause de la petitesse de 6, on obtiendra une va- 
leur approchée de cette somme en mettant dv au lieu de d' dans 5, et 
remplacant la somme p r  une intégrale : cette valeur sera exacte aux 
cpaniités près de l'ordre de d' ou de -!-. Quoique la variable v doive VP 
être une très petite quantité par rapport é. dr, on pourra, à raison 
de l'exponentielle contenue dans 6 ,  étendre l'intégrale, sans en alterer 
sensiblement la valeur, depuis v = - ai jusqu'a v = ai . Alors, si 
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l'on fait 
- 
r - P  r - r' 
v = \/7dv=d8,, 
les limites de l'iritégrale relaiiveà 8, seront aussi =! f: ; et en désignant 
par <dû la probabilité infiniment petite de I'expression de r,  on aura 
Donc u étant nne quantité positive et donnée, la probabilité que la 
valeur inconnue de r tombera entre les limites 
coïncidera avec la quantité P donnée par la formule (13),  puisque 
cette probabilité sera 
Ainsi, P est la probabilité que la quantité spéciale r dont s'approche 
indéfiniment le rapport - à mesure que le grand nombre p aug- 
r ' 
mente encore davantage, ne diffère de ce rapport que d'une quantité 
comprise en les limites 
UV/- 
Z F  ---, 
r V r  
qui ne contiennent rien d'inconnu. 
Dans une seconde série composée d'un très grand nombre a- 
preuves, soit m'le nombre de fois que l'événement E arrivera. En 
désignant par û' une variable positive ou négative, mais très petite 
par rapport à dg, la probabilité infiniment petite de l'équation 
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sera 2- e-9'' dû' ; celle de l'équation 
r/; 
que l'on obtient en retranchant cette valeurder, dc la précédente, sera 
donc le produit de A e-6'' da' et de L e-O' dd pour tous les couples U r  r/. 
de valeurs de 0 et 4'; et si l'on fait d'abord 
et ensuite 
- t', 
P iw' (c'- m') 
-- 
v'7m' (pl - m') + P m  ( P - m) de = dl, 
- 
r V p m ' ( / -  "'1 
c'est-à-dire, si l'on ren~place d'abord la variable O' par t sans changer 0, 
et ensuite 6 par t'sans changer t 7  cette probabilité de l'équation pré- 
cédente deviendra 
1 e-t.-i" dtdt'. 
.x 
Cette équation devenant, en même temps, 
--- 
rn' m - 1 / ~ , d m '  (p'- m') + zp"m (r - m) 
7 - - - 
P  C w' VF2 
et ne contenant $us que la variable t, sa ~iutbabilité totale sera i'in- 
tégrale relative à t' d. cette expression ditTérentielle; intégrale que 
i'on pourra étendre, sans en altérer sensiblement la valeur, depuis 
t' = - a> jusqu'à t1 = cc , ce qui donnera e- t' dt ; d'où i'on Il 
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conclura enGn qiie - e-" dt, ou la quantité P donnée par la ;;.Lw * 
formule ( i3 ) ,  exprimera la probabilité que la différence 7 - mest 
C t' 
comprise entre les limites 
-- 
u )/zp9m' (pl- m') + zr('m (r  - m) 
T- ri.' v 2  
dans lesquelles u sera une quantité positive et donnée, et qui ne 
contiennent que des nombres connus. 
Ces limites coïncident avec celles que nous avons trouvées dans le 
n* 87 , d'une manière beaucoup plus simple, mais pour Ie cas seu- 
lement où la chance de l'événement E est constante et la m6me dans 
les deux séries d'épreuves. Touiefois la formule (24) de ce numéro 
contient un terme de l'ordre de -L ou 4, qui ne se trouve pas 
P Vf .  a 
dans la formule (r3); ce qui tient à ce que, dans le calcul que nous 
venons de faire, nous avons négligé les termes des probabilités que 
nous avons considérées, qui seraieut de cet ordre de petitesse. 
( r  IO). Je ne me propose pas de traiter, dans cet ouvrage, les nom- 
breuses questions auxquelles on peut appliquer les forniules précé- 
dentes, et dont les priiicipales out été indiquées dans le no 60 et les 
suivants (*). Je me bornerai à prendre pour exemple de ces applica- 
tions une question connue qui se npporte aux orbites de5 planètes et 
des comètes. 
Dans 1:s quantités qui ont été désignées précédemment par r et r 
(ne 99), si nous faisons I 
(+) Je puis encore indiquer la probabilité du tir à la cible, que j'ai considérée 
daris un méinoi~e écrit avant cet ouvrage, e t  qui paraîtra dans le prochain nu- 
méro du  Mdmorial de i'arlillerie. 
38.. 
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nous aurons 
6 
&P.'"--1 p.p-1.p-2 
 1.2 (p- 9- C)p --- 1.2.3 (p-3-g)kk etc., 
OU I'on preiidra le signe supérieur ou le signe inférieur de chaque 
terme, selon que la quantité qui s'y trouve élevée h la puissance 
sera positive ou négative. Cela étant, en représentant dans ces deux 
formules, par S e t  T les sommes des termes qui devront ètre pris 
avec leurs signes supérieurs, et par S, et T,les sommes dc ceux qu'on 
devra rendre avec leurs signes inférieurs, on aura donc d' 
mais quelle que soit la quantité d', on a ,  d'après une formule connue 
et facile à vérifier, 
- 
p.u.- 1 .c-2   (p-3-6)'+ etc. =2P-'; 
1.2.3 
si donc on fait successivement 2 = a et 2 = g, on auraanssi 
S + S , = : 2 F 1 ,  T + T I = a p - ' ;  ... 
d'où il résultera 
r = (2g)"(aP-' - A,), rl = (2g)p (2"-' - aT,); 
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ce qui changera la formule (10) en celle-ci 
Or, en changeant les signes des quantités élevées à la puissance p dans 
les termes de SI et Tl, ce qui les rendra toutes positives, et exigera 
que l'on change aussi ou que i'on ne change pas les signes de ces 
termes, selon que le nombre p sera impair ou pair; et  en interveïtis- 
sant ensuite l'ordre de ces termes dont le nombre est fini, on verra 
aisément que cette expressiou de P deviendra 
formule qui coïncide avec celle que Laplace a trouvée (*), d'une toute 
autre nianière, pour le même objet. 
Elle exprimera la probabilité que, dans un nombre quelconque 
d'épreuves, la somme des valeurs d'une chose A sera comprise entre 
les zag et zgg, en supposant que toutes les valeurs de A 
soient également possibles depuis zéro jusqu'à sg, et impossibles en 
dehors de ces limites. 011 y prolongera chacune des deux parties qui  
la composent josqu'au terme OÙ la quantité élevée à la puissance p 
cessera d'être positive; en Sorte que Si R représente le plus grand 
nombre entier contenu dans g, la première partie de cette formule 
s'arrêtera au n $- I ' ~ '  terme ou auparavalit, selon qu'on aura 
p> n ou p < n; et il en sera de mème A l'égard dela seconde partie, 
si n est le plus grand nonibre entier contenu dans S. 
Cela posé, quelle que soit la cause qui a déterminé la formation des 
planètes, on suppose que toutes 16 inclinaisons possibles des plans de 
leurs orbites sur celui de l'écliptique, depuis zéro jusqu'à goo, ont été 
également probables à l'origine, et l'on ,&mande de déterminer la 
(*) Thdorie ana&rique des pwbabilifds, page as7. 
probabilité que, dans cette hy potlièse , la sonin1e des inclinaisons des 
dix plaiiètes connues, et différentes de la Terre, a dû être comprise 
entre des limites données, par exemple, entre zéro et go". En prenaiit 
une inclinaison planétaire pour la chose A laquelle répond la for- 
mule (16), il faudra supposer l'intervalle zg des valeurs possibles 
de A, égal à goo, et faire, dans cette formule, a= O ,  g =  I ,  
r= 10, ce qui la réduira a 
Cette fraction étant à peu près un quart de millionièn~e, il s'ensuit 
qu'une somme d'inclinaisonç moindre qu'un angle droit, serait tout-a- 
fait invraisemblable, et qu'oo peut regarder comme hors de doute que 
cette somnie aurait dû surpasser goo. Or, au contraire, elle ne s'élève 
actuellement qu'à environ 82"; et comme elle n'éprouve que de très 
variations piriodiques, il en résulte que l'hypothèse d'une égale 
probabilité des inclinaisons de tous les degrés, à l'époque de la forma- 
tion des planètes, est inadmissible, et qu'il n'y a aucun doute que la 
cause quelconque de cette forination a dû rendre les plus petites incli- 
naisons beaucoup plus probaI~ies que les autres. Les inclinaisons pia- 
nétaires sont considérées ici indépendamment de la direction du mou- 
vement des planètes, dans le sens ou en sens contraire du monvernent 
delaTerre autour du Soleil; si cesdeuxsensavaientété également proba- 
bles à l'origine, la probabilité que le nlouvcment des dix planètes 
différentes de la Terre aurait eu lieu dans le sens deson monvement,se- 
rait la dixième cle '. ; fraction au-dessous d'un millième, ce 
qui rend aussi fort peu probable l'égale chance des deux directions 
contraires, et montre qiie 13 cause inconnue de la formation des pla- 
nètes a dû rendre fort prol>ahle les directiotis de tous les mouvements 
planétaircs dans un méme sens. 
Si l'on prend pour A l'excentricité d'une orbite et si l'on 
suppose qu'originairement toutes ses valeurs depuis zéro jusqu'à Yu- 
nité étaient également probbbles, on détermiriera la probabilité que la 
somme des excentricités des plpnètes connues devait ètre comprise, par 
exemple,entre zéroet 5, en faisant a= o,g=r ,a5, P=L 1, dans la for- 
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mule (16), ce qui donne 
Cette probabilité P étant au-<lessous de trois miilionièmes, il est ex- 
trêmement probable, au contraire, que la somme des I 1 excentiicités a 
dû surpasser 1,25; mais cette somme,qui n'est souniisequ'à desvariations 
périodiques de peu d'étendue, est maintenant un peu moindre que I ,  15; 
l'hypothL:se d'une égale probabilité de toutes les valeurs possibles de A 
est donc tout-à-fait inadmissible; et il est hors de doute que la cause 
quelconque de la formation des planètes était telle qu'elle rendait 
beaucoup plus probables, les plus petites excentricités, de mème que 
les plus petites inclinaisons. 
( I I  1). Les comètes observées depuis l'an 240 de notre ere, et dont 
les astroiionies out calculé les élémenis paraboliques aussi bien qu'il a 
été sont aujourd'lui au nombre de 138, dont 71 directes et 
67 rétrogracles. Le peu de différence entre ces deux nombres 7 i et 67 
montre déjà que la cause inconnue de la formation des comètes, ne 
rend pas plus ~robable leurs mouvements dans un sens que dans le 
sens opposé; la soinme des inclinaisons des orbites de ces 138 comètes 
sur l'écliptique s'élève à près de 675î0, c'est-à-dire qu'elle surpasse 
75 angles droits d'à peu près z*; pour savoir si elle devrait très peu 
différer de cette quantité, dans l'hypothèse d'une égale probabilité de 
toutes les inclinaisons po-sibles depuis zéro jnsqu'à goo, il faudrait 
donc   rendre pour c et '2, dans la formule (16 )~  des Iiombres peu dif- 
férents de 75 en plus et en moins, ce qui rendrait le calcul numerique 
de cette formule tout-à-fait inexécutable; par coiiséquent, pour con- 
naltre, dans cette même hypothèse, la probabilité P que la soinme 
des inclinaisons des orbites de toutes les comètes observées, doit être 
comprise entre des limites données, il faudra recourir à la for- 
mule ( I 3) 
Je suppose donc que la chose A soit I'iuclinaison d'une orbite conlé- 
taire sur le plan de I'éclipiique. Les limites des valeurs possibles de A ,  
que l'on a désignées généralement par a et b ,  étant alors a = O et 
b = go", et toutes ces valeurs étant regardées coiiime égalerilent pro- 
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bables, la formule (i 3) exprimera la ~robabilité P que la moyenne d'un 
grand nombre p d'inclinaisons observées, tombera (no ion) entre les 
nombres de degrés 
En prenant u= I 4 2 ,  et faisant p I* 138, il en résultera 
pour la prohabilitéque dans l'hypothèse d'une égale chance de toutes les 
inclinaisons possibles, l'inclinaison moyenne des 138 comètes observées 
ne sortirait pas des limites 49-6'; en sorte qu'il y aurait à peu près 
150 à parier contre un ,  que cette moyenne devrait étre comprise 
entre 39" et 51"; et, en effet, on a trouvé 48"55'pour sa valeur; en 
sorte qu'il n'y a pas lieu de croire que la cause inconnue de la forma- 
tion des comètes ait rendu inégalement probables leurs diverses incli- 
naisons. 
Sans faire aucune hypothèse sur la loi de probabilité de ces incli- 
naisons, la formule (13) exprimera aussi la probabilité que l'inclinai- 
son moyenne d'un grand nombre p de con16tes que l'on observera par 
la suite, ne s'écartera de la moyenne 4355' relative aux 138 co- 
mètes déjà conuues, que d'un nombre de degrés compris entre les li- 
mites (no 107 ) 
riz 1/-qz - .  v ; a 0 7  
On déduit des inclinaisons calculées de ces I 38 cométes, une valeur 
de la quantité 1 que ces limites renferment, égale à 34049' (*);et en 
faisant p' par exeiiiple, et prenant, comme plus haut, u = 1~92, 
il y aura 150 à parier contre un que la différence entre l'inclinaison 
moyeiiue de 138 nouvelles comètes et celles des 138 comètes ob- 
servées, tombera entre les limites F @a i'. Le nombre des comètes 
(4) L~ calcul en a été fait par le neveu de M. Bou~ard.  
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existantes étant sans doute extrbmeniei~t grand par rapport a celui des 
comètes donton aepu calculer les orbites; si l'on preud pour p' le nom- 
bre des con~ètes incoiinues, les limites précédentes se réduiront à tr6s 
ul  peu p r è s à ~  --, de sorte qu'elles seront plus étroites que pour 
Vi38 
r' = p,  dans le rapport de l'unité à k'a; et, en preriatit toujour\ 
i 50 
u= 1,92, il y aura encore à très peu près la probabilité -- ou 150 151' 
à parier contre un, que la différence entre l'inclinaison moyerme des 
comètes incoiinues et celle des comètes connues, est comprise entre 
les limites T 5'42'. 
Si i'on divise la totalité des comètes observées en deux séries égales 
en nombre, dont l'une comprenné les 69 plus anciennes, et l'autre I r  
69 plus modernes, on trouve 4g0i2' pour l'inclinaison nioyeiine dans 
la ~remière  série, et 48.38' dans la seconde, de sorte que ces deux 
moyennes diffbrent à peine d'un denii degré. Cet e x e i ~ i ~ l e  est trés 
propre a montrer que les valeurs mo ennes d'une même chose s'ac- J 
cordent entre elles, lors niênie que les nombres (l'observatioris rie 
sont pas extrêmement grands, et quoique les valeurs observEcs 
soient très inégales, comine ici où la plus petite iiiclinaison conle- 
taire est 1041' et la plus grande 8g048'. Les incliriaisoiis moyeniieq 
des 7 1  comètes directes et celle de 67 comètes rétrogrades s'écarteni 
davantage l'une de l'autre; la première est de 47' 3', et la seconde 
rie 50' 54'. 
Par le centre du Soleil, si l'ou élève daiia I'hén1isphèi.e boréal, tine 
perpendiculaire au plaii de l'écliptique, elle ira rencontrer le ciel ai> 
pôle boréal de l'écliptique ; de mêine , si l'on 6lève , dans cet hémis- 
phère et par ce centre, une perpendiculairc au plan de l'orbite d'urie 
comrte, elle rencontrera le ciel au pGle boréal de cette orbite : la dis- 
tance angulaire de ces deux pôles sera I'inclinrtison de cette orbite sur 
celui de l'écliptique; niais il lie faut pas confondre, conirne [ait 
I'estimable tradiicteu~- du Traité d'astronomie de M. Herschel, la 
supposition que tous les points du ciel puissent être, avec 
n~êrne des pôles d'orbites cométaims, avec I'hypotbcse 
d'une égale des inclinaisons conlétaires de tous le\ 
degrés. 
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En effet, soient a et 6 deux zones du ciel, circulaires, contenues 
dans l'hémisphère boréal , d'une même largeur infiniment petite, 
ayant pour centre commun le pôle boréal de l'écliptique, et dont les 
distances angulaires à ce pôle seront représentées par a et g; soient 
aussi p la probabilité qu'un point du ciel, pris au hasard dans cet 
hémisphère, appartiendi.a à la zone a ,  et q la probabilité qu'il appar- 
tiendra a la zone b ;  il est évident que ces fractions p et p seront entre 
elles comme les étendues a et b des deux zones, et, par conséquent, 
comme les sinus des angles a et g. Or, dans l'hypothèse d'une égale 
aptitude de tous les points du ciel à être des pbles d'orbites cométaires, 
p e t  q exprimeront les chances des distances a et C de deux de ces pôles 
a l'écliptique, ou, autrement dit ,  les chances des deux inclinaisons 
conlétaires, égales à ces distances a et C' ; donc, dans l'hypothèse dont 
il s'agit, les chances des différentes inclinaisons, an lieu d'être éga- 
les, seraient proportionnelles aux sinus des inclinaisons mêmes : la 
chance d'une inclinaison de go" serait double de celle d'iine inclinai- 
son de 30', et toutes deux sera&nt infinies par rapport à la chance 
d'une inclinaison infiniment petite (*). 
( i  i n ) .  Voici, en terminant ce chapitre, l'ensemble des formules de 
(3 Il paraît qu'un nombre, qui semble inépuisable, d'autres corps trop petits 
pour être observés, se ~iieuvent dans le ciel, soit autour du Soleil, soit autour 
des planètes, soit peut-étre même autour des satellites. On suppose que quand 
;es corps sont rencontrés par notre atmosphère, la différence entre leur vi- 
tesse et celle de notre planète est assez grande pour que le frottement qu'ils 
çprouvent contre l'air, les échauffe au point de les rendre incandescents, et 
quelquefois, de les faire éclater. La direction de leur rnouveinent, modifiëe par 
cette résistance, les précipite souvent sur la surface de la terre; et telle est 
l'origine la plus probable des adroliihes. Telle est aussi l'explication la plus 
naturelle d'uii phénomène très remarquable, que l'on a déjà observe plusieurs 
fois, depuis quelque temps, eu des lieux sépar6s par de grandes distances, et 
toujours à la inême époque de l'année. Dans la nuit du ia au 13 novembre, 
différents observateurs, en Amérique et ailleurs, ont vu dans le ciel un nombre 
grand de corps semblables à des éroilesjlantes. Or, on peut suppo- 
ser que ces corps appartiennent à un groupe encore bien plus nombreux, qui circule 
autour du Soleil, et vient rencontrer le plan de l'écliptique en uii lieu dont la dis* 
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probabilité qui y sont démontrées, ainsi que dans le précédent. Le 
nombre des épreuves, supposé t& grand, est représenté par p; il se 
compose de deux parties m et n que I'on suppose aussi de très grands 
nombres; les formules sont d'autant plus approchées que ce nombre 
est plus considérable; et elles seraient tout-à-fait exactes, si p était 
infini. 
I O .  Soient p et y les chances constantes pendant toute la durée des 
épreuves, des deux événements contraires E et F, de sorte qu'on 
ait p+q= 1. Appelons U la probabilid que dans le nombre p 
ou m+ n d'kpreuves, E arrivera m fois et F aura lieu n fois. On 
aura (u' 69) 
Cette formule se reduit (no 79) à 
tance au Soleil est égale a celle de la terre à cet astre, à l'époque où la terre se 
trouve en ce même lieu : notre atmosplère traversant ce groupe de corps a cette 
époque, agira sur une partie d'entre eux comme sur les adrolithes; ce qui pro- 
duira le dont il s'agit. Si ce groupe n'occupe pas utle étendue très con- 
sidérable sur la longueur de son orbite, c'est-a-dire,'si son diainétre apparent, vu 
du Soleil, n'est pas beaucoup plus grand que celui de la terre, il sera nécessaire, 
pour que le phénomène ait toujours lieu à la même époque de cbaque aunée, que 
la vitesse de cette sorte de planète brisée s'écarte peu de celle de la terre; ce 
n'empêche pas le grand axe et l'excentricité de son orbite, de différer beau- 
coup du grand axe et de l'excentricité de notre orbite ; et alors les perturbatioils 
du inouvernent elliptique ont pu rendre la rencoiitre du groupe et de la T ~ ~ ~ ~ ,  
possible depuis quelque temps, et pourront la rendre impossible par la suite. s i ,  
au contraire, le groupe que nous SupposonS forme un anneau continu autour du 
Soleil, sa vitesse de circulation pourra être très différente de celle de la Terre; et 
ses deplacements dans Le ciel, par suite des actions planétaires, pourront encore 
rendre possible ou impossible, à différentes époques. le phénolnene dont nous 
parlotis 
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v étant une quantité positive ou négative, mais très petite par rapport 
à II,; et sous cette forme, elle subsiste également quand les chances 
de E et F varien! d'une épreuve a iine autre, en prenant alors, da -  
.prés la formiile (2) du no 95, pour p et q les moyennes de leurs 
valeuis dans la série entière des p épreuves successives. 
2.. Leî événements E et F ayant eu lieu effectivement m et n fois 
dans les p épreuves, et leurs chances p et q étant inconnues, soit U' 
la probabilité qu'il arriveront dans p' ou m'+ n' épreuves futures, 
des nombre de fois m' et nt, proportionnels a m et n ,  ou tels que 
l 'o~i ait 
m l  = rfm = 2. 
P '  C 
Qiielqiie soit le nombre p', on aura (no 7 i) 
en représentant par U' la probabilité de l'événement i'utur qui aurait 
lieu si les rapports 2 et étaient certainement les cLances de F et F, 
C C 
c'est-à-dire eu faisant, pour abréger, 
P. Les chances constantes p et q de E et F étant données, soit P 
la probabilité que dans ,M. ou m + T L  épreuves, E arrivera au nioins rn 
fois et F au plus n fois. On aura (no 77) 
(C + 11) i z  
P z ,  --- (pi-.) d z  
3 \/ rpinn 
SUR LA PROBABILIT~~ DES JUGEMENTS. 309 
k étant une quantité positive dont le carré est 
et en employant la première ou la seconde formule selon que l'on 
aura 2 > 2 ou < A. p m i - I  p m-, - -1  
4. En appelaiit R la probabilité que E et F auront lieu dans les r. 
épreuves, des nonibres de fois qui ne sortiront pas des limites 
où u est uue quantité et très petite par rapport à qp,  on 
aura (na 79) 
et réciproquement, si les chances p et q sont inconnues, et que E et F 
soient arrivés des nombres de fois m et n, daus p ou m+n épreuves, 
on aura (no 83) 
pour la probabilité que les vmleurç de p et q ne sortiroiit pas des 
limites 
5". Dans deux séries différentes de très grands nombres ,u, et p' d'r- 
preuves, soient m et m' les nombres de fois que E aura lieu ou a eir 
lieu, n et n' les nombre de fois que F arrivera ou est arrivé; désignons 
par u une quantité positive, très petite par ropport 3 di et à ; 
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m m' 
et soit ar la ~robabilité que la différence - - - ne sortira pas des li- 
P P' 
mites 
n n' 
non plus que la différence - - - de ces mêmes limites prises avec des 
P C" 
signes contraires. On aura (no 87) 
n' 
Conlme on aura aussi à très peu près !?! = fi et 1 = - on pourra, C ri P P" 
sans altérer sensiblement les valeurs de m, remplacer dans son dernier 
terme, qui sera tonjoursune ~ e t i t e  fraction, les lettres p', m', n', par p, 
m, n, et, réciproquement, celleç-ci par celles-1à.Cette formule, en faisaut 
du moins abstl-action de son dernier terme (no xog), conviendra au cas 
général où les chances de E et F varient d'une épreuve à une autre, 
pourvu que, dans les deux séries, les causes possibles de ces événe- 
ments, connues ou inconnues, n'éprouvent aucun changement, c'est- 
à-dire, pourvu que l'existence de ces causes conserve la même proba- 
bilité, ct quechacune d'elles donne toujours la même chance à l'arrivée 
de E, comme à celle de F. 
6". Les nombres de fois que E et F sont arrivés dans les ,u épreuves 
relatives à ces événements étant toujours m et n, soient généralement 
m, et n, les nombres de fois que deux autres événements contraires 
E, et F, ont eu lieu dans un noiiibre p, d'épreuves aussi très grand. 
Supposons qu'on ait 
m, m 
- - -=  
Ci C 6; 
2 étant une petite fraction positive ou négative. Appelons p et p, les 
chances inconnues et supposées constantes, des arrivées de E et E, ; et 
désignons par la probabilité que p, excèdera p ,  d'une quantité ail 
moins égaie à une p t i t e  fraction positive et donnée 6. Eu représentant 
par u une quantité positive, et faisant 
selon que le facteur s- 6 sera positif ou négatif, on aura (na 88) 
la première expression se rapportant au cas où  la différenee c - 6 sera 
positive, et la seconde au cas où cette différence sera négative. Ces 
mêmes formules exprimeront aussi la probabilité que la chance in- 
connue p de l'arrivée de E surpasse le rapport 2 donné par l'observa- 
tion, d'une fraction o aussi donnée : pour cela, il sufira d'y faire 
et de prendre la première OU la seconde formule selon que la di%- 
rence o - - sera positive on négative. 
7'. Lorsque les chances des deux événements contraires E et F va- 
rient d'une épreuve à une autre, soient pl et q, leurs valeurs 4 1%- 
preuve dont le rang est marqué par i, de sorte qu'on ait p, + q, - 1 , 
pour ious les indices i. Les sommes Z s'étendant depuis i  i jusqu'à 
i = p, faisons, pour abréger, 
Soient toujours rn et n les nombres de fois que E et F arriveront dans 
les p Bpreuves. Désignons par u une quantité positive, très petite 
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rapport d,L. On aura (no 96) 
m 
pour la probabilité que les rapports - et ! ne sortiront pas des 11- CL P 
mites 
ce qui coïncide avec la formule (d) dans le cas particulier des charices 
coustantes. 
8.. Une chose quelconque A étant susceptible de toutes les valeurs 
entre les limites h q g ,  et toutes ces valeurs étant également 
possibles et les seules possibles; soit P la probabilité que dans un 
nombre quelconque i d'épreuves, la somme des valeurs de A qui 
auront lieu, sera comprise entre des limites aussi données c qz E .  On 
aura (no gg) 
r-r ,  
2 (2g)' P = ---- 
i 2.3.. . . i' !i) 
eu faisant, pour abréger, 
r=f (ihfig-c+ &)'-i(ihf ig-zg-cf 6)' 
z . 1 - 1 . 1 - 2  
& i ~ ( i h + i g - 4 s - ~ + < ) 1 = F ~  (ih+ig-6g -c+r)=tetc., 
r,=*(ih+ig-c-s)'~i(ih+ig-îg-c- ~) l  
i.i-r . i-2 ii=i~(ih+ig-hg,c-E)l=Fp 1 . 2  1 . 2 . 3  (ih+ig-6g-c-~)l=l=t.t~., 
et prenant, dans chaque terme, le signe supérieur ou le signe' infé- 
rieur, selon que la quantité qui s'y trouve élevée à la puissance i, est 
positive ou négative : g et E sont des quantités positives; h et c peu- 
vent être des quantités positives ou négatives. 
go. Quelle que soit la loi de probabilité des valeurs possibles de la 
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ciiose A j. chaque épreuve, et Ia manière dont cette loi variera d'une 
épreuve a une autre; si l'ou appelle s la somme des valetirs de A qui 
auront lieu dans un très grand noinbre ,a d'épreuves, on aura (11" lo i )  
pour la probabilité que la moyeniie 5 des va1eui.s de A tombera entre 
les limites 
u désignant une quantité positive et très petite par rapp0l-t à fi; 
X- el h étant des quantités dont la seconde est positive, et qui dépciident 
des probabilités des valeurs de A pendant toute la durée des épreuves. 
Quand ccs probabilités seront constantes, égales pour toutes les va- 
leurs possibles de A entre des limites données a et b, et nulles en de- 
hors de ces limites, on aura 
Lorsque A n'aura qu'un nonibre fini de valeurs possihles c , ,  c, ,  
es,. . . . C, , et que ces v valeurs constaxites seront également proba- 
bles, on aura 
IOO. Soit h. la valeur de A qui a eu lien à la épreuve. 
Faisons 
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les soilinles 2 s'étendant depuis n = 1 jusqu'i n = P.  Supposons que 
les causes de toutes les valeiirs possibles de A n'éprouvent aucun 
cliangeiilent, soit dans leurs probabilités respectives, soitdans les chances 
qu'elles donuent à chacune de ces vslçurs. Il p aura alors une quan- 
tité spéciale y dont la moyenne 5 des valeurs de A, s'approchera inda- 
finiment à mesure que augmentera de plus en plus, et qu'elle at- 
teindrait si p devenait infini. Or, la formule (k) exprimera la probabilité 
que cette luzntité 7 est comprise entre les liinitcs (11" IOG) 
qui ne contient rien d'inconnu. 
I in. Dans une seconde série d'un très grand nombre p' d'épreuves, 
soient s' la somme des valeurs de A, et 1' ce que deviendra la quantité 
1 qui se rapporte à la première série. La formule (k) exprimera égale- 
s' 
nient la probabilité que la différence ;; - 5 des deux moyennes, scra 
. . 
comprise eiitre les limites (no 107) 
ou bien, a causeque l'on aura à très peu près I'=l, ce sera aussi la pro- 
s' habilité que la moyenne 7 relative à la seconde série, tombera entre 
1:s limites 
qui ne dépendent que des résultats de la première et de la quantité 
donnée u ,  et qui sont sautant plus étroites que p' est plus graiid par 
rapport à p. 
32. Pour déterminer la valeur d'une même chose A, on a fait plu- 
sieurs series d'épreuves, composées de très grands nombres p, p', ,A'; 
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Les sommes des valeurs que l'on a obtenues dans ces séries successives 
sont s, sr, s", etc.; la quantité précédente Z se rapporte toujours à la 
série; ct l'on désigne par l, Il1, etc., ce qu'elle devient à l'é- 
gard des séries suivantes. On suppose que les causes d'erreurs dans les 
mesiires varient d'iine série à une autre, mais que néailmoins, toutes 
S sr s" les moyennes - P 7 2  7 ,  etc., coiivergent indéliniinent, à mesure que 
p, pl, p", etc., augmentent de plus en plirs, vers une même quantitc 
incoiinue y: qui serait la véritable valeur de A ,  si ces causes ne reri- 
daient pas inégalement probables, dans une où plusieurs des série\ 
d'observations, les erreur3 égaleç et de signes contraires. Cela pose, 
la formule (k) exprimera encore la probabilité que la quantité 3. e.i 
comprise eiitre Ics liiiiites (no 10s) : 
I I 
3 + '5 + f$ + etc. T i, 
dans lesquelles on a fait pour, abréger, 
Fa -t- FA + 5, + etc. = D*, 
o; plus, la 2 + 2; + "$ + etc. , c'est-à-dire la sooinr 
S s1 S" des moyennes;, *, 2, etc., multipliées respectivement pnr les quan- 
tités p,q', y", etc., sera la valeur approcilée de 3. la plus avantageuse que 
rou cléduire du concours de toutes les séries d'observations, 
c'est-i-dire, la valeur de cette inconnue, dont les limites d'+y- 
r e u r F i  auront la moindre étendue qu'il est possible, pour un va- 
leur doilnée de u, ou bien à égal degré de probabilité. 
3". Enfin, les caujes de l'arrivée d'un événement E demeurant les 
pendant les épreüves, ainsi qu'on l'a expliqué en citant la for- 
mule (f ), le rapport ?! du nombre de fois que E aura lieu au nombre 
P 
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total des épreuves, convergera indéfiniment vers une quüntilé spé- 
ciale r, qii'il atteindrait ri;;oureusement si p devenait infini. Or, cette 
formule Cf), et, négligeant son dernier terme, on bien encore la for- 
mule k sera la probabilité que la valeur inconnue de r tombera entre 
les limites (no roi)) 
( i  13). Pour compléter ces formules, il y faudrait joindre celles qui 
se rapportent à la probabili~e desvaleurs d'une ou plusieurs quantités, 
déduites d'un trés grand nombre d'équations linGaires correspondantes 
aux résultats d'un égal nombre d'observatioris; mais i l'égard de ces 
autres formules, je renverrai à la Thebrie analytique des pro6abzlités. 
En les appliquant à un système de I 26 équations de condition relatibes 
an mouvement de Saturne en longitude, formées par RI. Rouvard, 
et eu appliquant à ces équations la méthode des nwindre~ carrés, 
Laplace a été conduit a eii conclure qu'il y a un million à parier coti- 
tre un que la masse de Jupiter, en prenant cellc du Soleil pour unite, 
lie différera pas de ,',, , de plus d'un iooo de cette fraction, ~ 1 1  
plus ou en moins (*). Cependant, des observations postérieures, d'uiie 
autre nature, ont donné à trés peu près 5; pour cette masse; ce qui 
excède la fraction +;, d'environ un 5oe de sa valeur, et paraîtrait 
mettre eri défaut le calcul des II ne peut rester aucun 
doute sur celle masse ;&, qui a été conclue par M. Enke, des pertur- 
hations de la comète dont la période est de 1204 jours; parMM. Gauss 
et Nicolai, de celles deVesta et de Jclnon; et par M. Airy, des élon- 
gations des satellites de Jupiter qu'il a réceniment mesurées. Toute- 
fois, si les calculs de Laplace ont donné, akec une probabilité très ap- 
prochante de lacertitude, une masse de cette planète, $us petite d'un 
50' qu'elle n'est réellenlent, il n'en faudrait pas conclure que i'in- 
tensité du pouvoir attractif de Jupiter fût moindre sur Saturne que 
sur ses propres satellites, snr les comètes et sur les petites planètes; 
(3 Pr&;ler sup$éinent A la Théorie ana&figue desprobabiZif6s, page 24.  
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cela ne provient pas non plus d'aucune inexactitude dans les fornlules 
de probabilité dont Laplace a fait usage; et il y a lieu de croire que 
la masse de Jupiter, un peu trop petite, qu'il a obtenue, résulte de 
queIques termes fautifs dans l'expression si compliquée des pertui- 
bations de Jupiter, à laquelle on a déjà fait subir quelques corrections, 
et qui peut encore en exiger d'autres. C'est lin point important de 
la Blécanique céleste, qui ne peut manquer d'être éclairci par le ré- 
sultat du travail dont M. Bouvard s'occupe actuellement, dans le hut 
de  refaire eri entier ses tables, déjà si  réc ci ses, des nlouvements de 
Saturne et de Jupiter. 
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C H A P I T R E  V. 
application des règles générales des probabilités aux décisions des 
jurys et aux jugements des tribunaux (*). 
( 1  14). Dans une matière aussi délicate, il conviendra de considérer 
d'abord les cas les plus sin~ples, avant de traiter la question dans toute 
sa généralité. 
Je suppose donc, en lieu, qu'il y ait un seul juré. Je repré- 
sente par kla probabilité que l'accusé soit coupable, lorsqu'il est traduit 
devant ce juré; probabiliié résultante de l'information préliminaire 
et de l'accusation qui s'en est suivie. Je désigne aussi par u la proba- 
bilité que le juré ne se trompera pas dans sa décision; et, cela étant, 
soit 7 la que l'accusé sera condamné. Cet événement aura 
lieu , si l'accusé est coupable et que le juré ne se trompe pas, ou bien, 
si l'accusé n'est pas coiipable et que le juré se trompe. D'après la règle 
du no 5 ,  la probabilité du premier cas est le produit de k et de u ,  et 
celle di, second a pour valeur le produit de r - b et de r - u. Donc, 
en vertu de la règle du n' I O ,  on aura 
pour la pobabilité complète de la condamnation de l'accusé. Celle de 
(*) Cette quesiion a été traitée dnns un iiiéinoire, lu à 1'Acadt;mie de Saint-Pe- 
tersboiirg, eii juin xt34, par M.  Ostrograski, membre de celte acadéuiie. Mais à 
en juger par l'extrait imprimd que l'auteur m'a envoyé, il a consideré le problème 
tuile uianière toute diffrrente de celle que je suivrai dans ce chapitre, et qui a 616 
indiquée dans le préambule. 
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son acquiltement sera z - p.  Cet événement aura lieu, si l'accusé est 
coupable et que le juré se trompe, ou bien, si l'accusé n'est pas cou- 
pable et que le juré ne se trompe pas; et les probabilités de ces deux 
cas étant les produits k ( r  - u)et (1 - k) u,  il en résultera 
équation qui se déduit aussi de la précédente. En les retranchant l'nue 
de I'aiitre, il vient 
ce qui montre que la quantité 23. - I sera zéro en même temps 
que 2k - I OU 2 2 4  - I , et positive ou négative selon que zk - I 
et 2 2 ~  - r seront de même signe ou de signes contraires. On aura 
aussi 
2 = t -+ t (ak - 1) (2u - 1); 
de sorte que î. surpassera f .  de la moitié du produit (zk - 1) ( 2 ~ - 1 )  
positif oii négatif. 
Après la décision du juré, on pourra faire deux hypothèses qui se- 
ront les seules possibles : on pourra supposer que l'accusé soit cou- 
pable ou qu'il rie le soit pas; l e m  probabilités, comme celles de 
toutes les causes hypothétiqiies, se détermineront par la règle du nu 34. 
La somme de ces deux probabilités étant d'ailleurs égale à l'unité, il 
n'y en aura qu'une seule à déterminer. 
Si l'accusé a été condamné, soit p fa probabilité de la première hy- 
pothèse, ou de la culpabilité. D'après la règle citée, on aura 
car ici l'événement observé est fa condamnation de l'accusé dont la 
pr habilité, comme on vient de le voir, serait ku dans cette première 4 
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hypothèse, et (1 -- k) ( I - u) dans la suppesition contraire, ou de la 
non-culpabilité. 
Si l'accusé a été absous, soit q la probabilité de la seconde hypo- 
thèse, ou de la non-culpabilité. L'événement h r v é  étant alors l'ac- 
quittement de l'accusé, dont la probabilité est (1 - k) u dans cette 
hypothèse, et I;(I - u) dans la supposition contraire, ainsi qu'on l'a 
dit tout à l'heure, il suit de la règle citée que I'on aura 
En observant que les dénominateurs de c e  expressions de p et q 
sont les valei~rsde y et i - 7, On a 
d'où l'on déduit 
u = P7 4- q ( 1  - y) ,  
pour une expression de la probabilité que le juré ne se trompera pas, 
qu'il est facile de vérifier. En effet, cela aura lieu de deux manières 
différentes : parce que l'accusé sera condamné, et qu'étant condamné, 
il sera coupable, ou bien parce qu'il sera acquitté, et quëtarit acquitté, 
il sera innoceut. Or ,  par la règle du no g relative à la probabilitb d'un 
événement compoîé de deux événements simples, dont les chances 
reçpectives influent l'une sur l'autre, la probabilité de la première 
manière est le produit de  y et de p ,  et celle de la seconde, le produit 
de i - y  et de q. Donc aussi (no IO), la valeur complète de u est la 
somme de ces deux produits, Après que la décision du juré est pro- 
noncée, la probabilité qu'il ne s'est pas trompé, n'est autre que p, s'il a 
condamné, ou q s'il a acqiiitté.Si l'ou n'a pas k = : ,  elle nepent êRe 
égale à u ,  comme auparavant, que quand on a u = O OU U=I. 
Ces formules renferment la solution complète du problème dans le 
caç d'un seul juré ; problème qui n'est, an reste, que celui de la pm- 
habilité d'un fait attesté par un témoin, dont nous nous sommepc: 
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cupés dans le no 36. La culpabilitC de l'accusé est ici le fait qui peut 
ètre vrai ou faux; avant que 1ejul.é ait pronoiicé, on avait une certaine 
raison de cioire que ce fait était vrai, résultante des données qu'on 
possédait alors: k était sa probabilité, et i - k celle dc la noii-culpa- 
hilité; spi ès la décision du juré, on a eu sur le fait une nouvelle 
donnée ; ce qui a changé k eu une autre probabilité y, si le juri. a 
décidé ou aitesté que l'accusé soit coupable, et I - k en une proba- 
bilité q ,  s'il a attesté que l'accusé ne soit pas coupable. Dans l'un et 
l'autre cas, il est évident que les probabilités antérieures k et I - k ont 
dû être augmentées, s'il y a plus de chance poiir que le juré ne se tronipc 
pas, qu'il n'y en a pour qu'il se trompe, et diminuées, dans le cas 
contraire, c'est-à-dire augmentées on diminuées selon qu'on a u > 
ou u < +. C'est, en effet, ce qui résulte des expressions de p et q , d'où 
I'on déduit 
et par conséquent, p > ou < k ,  q < ou > I - k ,  selon qu'on 
a u > ou < t. Dans le cas de u = t ,  il n'y a rien de changé aux 
probabilités antérieures k et 1 - k. 
Ces dernières expi~ssiotis de p et q donnent 
et puisque le premier inenibre de ceite équation est égal à u ,  on a 
donc aussi 
ce qui servirait à calculer la probabilité que le juré ne se trompera 
pas, si l'on connaissait àpriori, par ut1 moyen quelcoiique, la chance 7 
de la condamnation, outre la probabilité k de la culpabilité. C'est 
aussi ce que I'on vérifie en observant que le juré ne se trompera pas, 
si l'accusé est coupable et condamné, ou bien s'il est innocent ei ac- 
quitté or, les probabilités de ces deux cas, avant la décision du juré, 
4 1 
RECHERCHES 
sont les produits kp et (r - k )  (r - y) ,  dont la somme forme la va- 
leur complète de u. 
Quand on aura k=;, les premières valeurs de petq se réduiront im- 
médiatement i p=u et q=u; et, en effet,puiçqii'on n'a à prion aucune 
raison de croire plutbt à la culpabilité qu'à I'innocence de l'accusé, 
notre raison de croire à l'une ou à l'autre, après la décision dii juré, 
ne peut différer de la probabilité qu'il ne se trompe pas. Si l'on a k = 1, 
c'est-à-dire si la probabilité de la culpabilité est regardée comnie 
certaine à priori, on aura p = I et q = O; et quelle que soit la déci- 
sion du juré, et sa chance u de ne pas se tromper, cette culpabilité sera 
encore cerlaine après cette décision. II en sera de même à l'égard de 
I'innocence de l'accusé, si l'on a k = O ,  c'est-à-dire si elle est certaine 
&priori. Mais dans les deux cas, il n'est pas certain que l'accusé sera 
condamné ou acquitté : on aura 3. = u, dans le premier, et y = I - ZL 
dans le second, pour la chance de sa condamnatiori, qui sera donc 
égale, comme cela doit être, A la probabilité que le juré ne se trom- 
pera pas quand k= i , et se trompera lorsque k = o. 
(1 15). Supposous actuellement qu'après la décision de ce juré, l'ac- 
cusé soir soumis au jugement d'un second juré dont la de 
ne pas se tromper sera représentée par u'. Il s'agira de déterminer 
les probabilités que l'accusé sera condamné par les deux jurés, absous 
par l'un et condamné par i'autre, absous par l'un et l'autre; probabi- 
lités que je désignerai respectivement par c, b ,  a. 
Soit ?' la que l'accusé ayant été condamné par le pre- 
mier juré, le sera aussi par le second. En observant que 7 est la chance 
de la première condamnation, on aiii-a 
pour la probabilité de deux condamnations successives. Mais en pa- 
raissant devant le second jure', il y a la probabilité p ,  résultant de la 
décisiou du premier, que l'accuse est coupable ; la valeur de y' se dé- 
duira donc de la formule ( I ) ,  en y mettant p et u' au lieu de k et u;  ce 
qui donne 
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d'ou i'on déduira, en vertu des formules (1) et ( a ) ,  
Par un raisonnement semblable, on trouvera 
En ajoutant ces deux formules, il en résulte 
a 4- c = u u i +  (1 - U )  (1 - J) ,  
pour la probabilitéque les deux jurés décideront de la même manière, 
soit qu'ils condamnent, soit qu'ils absolvent; et I'on peut remarquer 
que cette probabilité totale est indépendante de ce!le de la culpabi- 
lité de l'accusé avant le double jugement. 
Si l'accusé a été absous par le premier juré, et  qu'on appelle y, la 
probabilité qu'il sera condamné par le second, le produit (1  - p)yr 
exprimera la probabilité que ces deux jugements contraires auront 
lieu successivement et dans cet ordre. D'ailleurs I - q sera la proba- 
bilité que l'accuséest coupable, quand il paraît devant le second juré 
après avoir été acquitté par le premier; la valeur de 7, se déduira 
donc de la forn~ule (r), en y remplacaut k et u par r -y et u'; ce qui 
donne 
ou bien, en vertu des J aleurs de I - y et y données par les for- 
mules (1) et (3), 
Il est évident qu'cri permutant les lettres u et u' dans cetle expression, 
on aura la probabilité que les jugements des deux jurés seront con- 
traires, mais dans l'ordre inverse de celui qu'on vient de supposer. En 
4 1 . .  
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ajoutant cette probabilité à la précédente, il en résultera 
pour la probabilité complète de deux jugements contraires, rendus 
dans un ordre quelconque. Ou voit qu'elle est indépendante de k ,  
comme celle de deux jugements semblables. Dans le cas de u = + 
et u' = f , l'une et l'autre sont aussi f .  Dans tous les cas, leur somme 
a + b +- c est l'unité, comme cela devait être. 
La que l'acciisé est coupable après qu'il aura été con- 
damné par les deux jurés, sera donnée par la formule (2), eu y met- 
tant p et u' au lieu de k el u; et la probabilité de son innocence, quand 
il aura été absous par les deux jurés, se déduira de la forn~ule (3). 
par le charigement de k et u en 1-q et u'. Eu désignant par p' et q' ces 
deux probabilités, oii aura donc 
---A!.?- P ' - ~ ~ , +  ( I  - y )  ( I  -,'.) , 9' = -4u--- yu' + (1 - y) ( 1   u')' 
et d'après les valeurs de p et q ,  données par ces mêmes formules (a) 
et (3), ces valeurs dep' et q' deviendront 
kuu' 
- (1-k)ud 
P'= kzia' + (1-k) (i-U) (1-u')' 1'- (1-k)uur+ k ( 7 - W .  
Soient ericorep, la probabilité que l'accusé est coupable, aprés qu'il 
aura été absous par Ic premier juré et condamné par le second, et q, 
la qu'il est innocerit, quand il aura été condamné par le 
premier juré et acquitté par le second. La valeur de p, se déduira de 
la formule (2), eu y mettant u' an lieu de u ,  et y remplacant k par la 
probabilité I -q que I'accusé n'est pas innocent, après qu'il a été ac- 
quitt6 par le premier juré; celle de q, s'obtiendra de mème en chan- 
geant ue t  k dans la Cornlule (3), en u' et p; on aura donc 
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oii bien, eu vertu de ces mémes formules (2) et (3) ,  
La probabilité que I'accusé, condamnd par le premier juré et acquitlé 
par le second est coupable, sera I - q,; d'ailleurs, il est évitleiit 
qu'elle devra se déduire de p, par la permutation de u et u' , ce qui 
a lieu effectivement : celle de t'innocence de I'accusé, absous par 
le ~rernier  jui.6 et condamné par le secorid, ou I - p,, résultera 
de même de l'expression de q,, en y permutant u et u'. 
Dans le cas de u'= u ,  on a p, = k et q, = i - k;  ce qui doit ètre 
effectivement; car deux décisions contraires, rendues par des jurés 
qui ont la même chance de ne pas se tromper, ne sauraient rien chan- 
ger à la raison que nous avions de croire, avant ces décisions, à la 
culpabilité ou à I'irinocence de l'accusé. 
(1 16). On étendrait sans peine ces raisoiinemeuts aux dCcisions SUL- 
cessives d'un nombre qiielconque de jurés, pour chacun desquels il y 
aura une chance donnée de nepas se tromper. Mais on parviendra plus 
simplement au résultat, de la i~ianiere suivante. 
Je suppose, pour fixer les idées, qu'il y ait trois jurés. Soient u ,  u', 
ufJ, les probabilités~u'ils ne se tromperont pas, et, comme précidenl- 
ment, k la probabilité avant leur jugement, que I'accusé es1 cou- 
pable. 
Pour qu'il soit condamné à l'unanimité, il faudra ou qu'il soit cou- 
pable et qn'aucuu des trois jurés ne se trompe, oiiqu'il soit innocent et 
que les jurés se trompent tous les trois. La probahilité complète de 
cette condamnation sera donc 
On verra de même que la probabilité que l'accusé sera absous à l'u- 
nanimité, aura pour valeur 
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La probabilité d'un jugement unanime, soit de condamnation, soit 
d'acquittement, sera donc la somme de ces deux quantités, c'est-à- 
dire 
en sorte qu'elle est indépendante de k,  ce qui aurait lieu également, 
quel que fût le nombre des jurés. 
L'accusé pourra être condamné par deux jurés et absous par le troi- 
sième, de trois manières différentes, selon que ce troisième sera celui 
dont la chance de ne pas se tromper est u, u' ou u'. Il pourra de mème 
être acquitté par deux jurés et condamné par le troisième, de trois 
manières digérentes, qui répondront aussi aux cas où ce troisième est 
le juré dont u ,  u' ou u", exprime la probabilité qu'il ne se trompera 
pas. Ou verra sans difficulté que les probabilités de ces six combinai- 
sons, auront pour expressions : 
ku'ua(r - u) + (1 - kj ( I  - 11') ( I  - u")~, 
koz~" (1 -ut) + ( I  - k) ( I  - u) ( I  - ccl')u', 
~ Z L I L '  ( 1  - uf') 4- (1 - k) ( I  - I L )  ( c  - uf)u", 
k ( r  - u') ( I  - ua)u + (i  - k)ufu" ( I  - u), 
k ( I  - I L )  (1 - uR,u' + (1 - k)uul' (i  - u 3 ,  
k (1 - u) ( 1  - ufjun -+ (1 - k)uz~' (1 - zP). 
En faisant la somme de ces six quantités, on aura l'expression com- 
plète de la probabilité que le jugement ne sera pas unanime; cette ex- 
pression sera donc 
IL'IL" ( 1 -11) + uu" ( 1  -zL') + uu' ( 1 - u") 
+(1-u') 1  -uV1)u +- (1-U) (1-u")ul + ( 1  -u) (1 -zl',ul/, 
et, cornnie on voit, indépendante de k. 
La somme des probabilités totales d'une décision unanime et d'aile 
décision ilon unaniii:r, doit êtrd I'unitC; et, cil effet, leurs expressions 
que I'ori rient de trouver, satisfont à cette condiiion. 
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Le jugement étant rendu, on en déduira facilement la probabilité, 
après ce jugemcnt , de la culpabilité de l'accusé, différeilte , en gé- 
néral, de ce qu'elle était auparavant. Si, par exem~le  , l'accusé a été 
condamné par les deux jurés dont u et u'expriment lcs chances de ne 
pas se tromper, et acquitté par le troisième, la probabiliié de cet 
événenient sera kuu'(r - ut'), dans l'hypothèse de la culpabilité, 
et ( 1  - k, ((i - U) (1  - u3u1', dans la supposition contraire; par la 
règle du  no 34, la probabilité que l'accusé est coupable sera donc 
~ I I U '  (1 - u") 
-- 
kuci( r  -u"j + (1 - k) (1 - u) ( r  - uf')e"' 
Dans le cas de u' = u", elle devient indépendante de la valeur corn- 
mune de IL' et u", et la même que si la condamnation élait prononcée 
par le seul juré dont u est la chance de ne se pas tromper. Et, en effet, 
après que ce juré a prononcé, les décisions différentes entre elles des 
deux autresjurés ne peuvent plus influer sur la raison que j'ai de cioiie 
que l'accusé soit ou ne soit pas coupable; car il n'y aurait pas de rai- 
son pour qu'elles augmentassent plutAt que de diiiiinuerla prohabilité 
de la culpabilité, puisque les chances de ne pas se troiiiper sont sup- 
posées égales pour ces deux derniers jurés. 
Ces formules seraient égalemeut applicables au cas oh les jurés, au 
lieu de juger successivement et  sans communication entre eux, étaient 
réunis et jugeaient après en avoir délibéré; niais la discussion pouvant 
les éclairer mutuellement et augmenter, eu général, leurs probabi- 
lités de ne pas se tromper, les valeurs de u, u', ut', qui se rapportent 
à ces deux cas, pourraient n'être pas les mêmes, et s'écarter moins 
de l'unité dans le second cas que dans le premier. 
( I  i 7). Considérons, en particulier, le cas où la chance de ne pas se 
tromper est la même pour tous les jurés, auquel nous ramènerons en- 
suite le cas général, lor~qu'il s'agira de déterminer la probabilité du 
nombre des condamnations dans de très grands nombres de juge- 
ments. 
Soient donc u cetle probabilité donnée que chacun des jurés ne se 
trompera pas, n le nombre des jurés, k la probabilité, avant leur ju- 
gement, de la culpabilité de l'accusé, i un des nombres I ,  2,3,. . .n,ou 
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zéro, et yi la que l'accusé sera condamné par n- i et absous 
par i jurés. 
Pour que cet événement composé arrive, il faudra que l'accusé 
étant coupable, n- i jurés ne se trompent pas et i jurés se trompent, 
ou bien que l'accusé n'étant pas coupable, n- i jurés se trompent et i 
ne se trompent pas. Ida probabilité du pi.emier cas sera le produit 
kun-1 ( i  - uj ,  n ~ u l t i ~ l i é  par le nombre de fois qu'on peut pendre  
les i jurâs qui se tromperont, sur le nombre n de tous les jurés; celle 
du second cas sera de même le produit ( 1  - k)ul(l -u)'-', multiplié 
par le nonibre de fois qiion peut prendre les n - i jurésqui se trom- 
peront sür ce nombre total n; lequel nombre de fois est le même 
,-lue dans le premier cas, et égal au nombre de conibiuaisons diffé- 
rentes den choses prises i à i, ou n- i à n-i. En le désignant par N,, 
on aura 
n . n -  i n - z  ... I I - i + r  Ni = ------ , 1 . 2 . 3 . .  .i 
et il en résultera 
pour la valeur complZte de y,. 
'Si 11011 suppose I I  - i > i ,  et qu'on fasse 
l'accusé aura été condaniné à la majorité de m voix. Lorsque i jurés 
l'auront condarnné et que Ics n - i autres l'auront absous, il aura été 
acquitté à cettemajorité de m voix; la probabilité de cet acquittement, 
que jc désigneraai par ,Ji , se déduira de la valeur de 7, en y permu- 
tant les nombres 72- i et i, ce qui ne changera rien au coeficient Ni. 
On auradouc 
En ajoutant ces deux clerniéres bquations, il vient 
-1- d" = N, [un-' j r  - uj' + ui ( r  - uj'-?, 
SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. Sac) 
quantité indépendante de k; de sorte que la probabilité d'un jugement 
rendu à une majorité donnée m ,  soit qu'il condamne, soit qu'il ah- 
solve, ne dépend pas de la culpabilité présumée de l'accusé avant cette 
décision. Dans le cas particulier de u= i ,  les probabilités pz et 6, sont 
séparément indépendantes de k, et ont pour valeur commune 
Elles sont aussi égales entre elles, quelle que soit la valeur de u ,  lors- 
que I'on a k =:. 
(1 18). Soit ci la probabilité que l'accusé sera condamné par n-i voix 
au moins et absous par i voix au plus, c'est-à-dire la probabilité d'une 
condamnation à la majorité de m voix au moins. Soit aussi d, la pro- 
babilité que l'accusé sera acquitté par n-i voix aumoins et condamné 
par i voix au plus. 
D'après la règle du no I O ,  on aura 
et au moyen des foiniules précédentes, il en résultera 
en faisant, pour abréger, 
de manière que U, soit une fonction donnée de u, et V, ce ue devient 
cette fonction, quand on y met I - u au lieu de u. On aura, en 
nibnie temps, 
c, + dz = U, t V,, 
42 
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pourla probabilité, indépendante de k, que l'accusé wra, ou oondamné, 
ou acquitté, à la majorité d'au moins m voix. 
Si l'on met n - i - 1 an lieu de i dans l'expression de ri,, on en 
conclura 
et , en effet, si un nombre de voix au moins égal à n - i est nécessaire 
pour la condamnation, l'accusé sera acquitté lorsqu'il y aura n- i- r 
voix au plus qui lui seront contraires; en sorte que I'un des deux évé- 
nernrnts dont les probabilitks sont CL et cf.-,-, , devra certainement 
arriver. 
Si n est un nombre impair, et qu'on ait n = zi + I e t  conséquem- 
nient m = i , on aura 
en sorte que l'accusé sera certainement condamné ou acquitté à la ma- 
,jorité d'une voix au moins; ce qui est évident en  soi-même. Si n est un 
nombre pair, la plus petite majorité possible sera in = a ,  et répondra 
à n = zi + 2. Ou aura alors 
d'où il résultera 
11 ne sera donc pas certain que l'accusé sera condamné ou absous à la 
majorité d'au moins deux voix; ce qui est évident, et tient au cas pos- 
sibIe du  partage égal des voix pour l'acquittement et pour la con- 
damnation. 
Iia de ce cas unique s'obtiendra en retranchant de l'u- 
nité, la valeur précédente de c, + d,; elle sera indépendante de k; 
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et en la désignant par Hi, scm expression pouna s'éerim . e w  W t e  
forme 
Le mdzimum dn produit u (1 - IL) &pond à u E= f ,  et est égal à f .  
Cette Hidiminuera donc à mesure que u s'écartera davan- 
tage de f .  Elle diminuera aussi continuellement à mesure que i 
augmentera; car on déduit de son expression 
et d'après le m x i m w n  t de u ( I - u ) ,  on en conclut qne le rapport 
de Hl+, à Hi sera toujours moindre qnel'unité : la plus grande valeur 
de H, répondra à u = f et i = O ,  et sera égale à t. 
Quand i+ i sera un grand nombre, on aura ( no 67) 
1 . 2 . 3 .  . . 
d'ou I'on tire 
[4u ( 1  - u)Ii+' 
pour la valeur approchée de Hl, qui sera, comme on voit, une très 
petite fraction, lorsque u différera notablement de f , ou 4u (1 - u) 
de l'unité. Dans le cas de u= i, et en prenant pour exemple i+1=6 
ou n= 12, cette formule, réduite à ses deux premieis ternes, donpe 
230,94.. . pour cette valeur; ce qui diffère très peu de la valeur 
a31 
exacte , quoique i + I ne soit pas un nombre fort considérable. 
La somme U, + V, étant tout au plus égale à I'unité, si ou la dési- 
gne par Ga, fa différence r -Gd sera positive on eéro; e t  comme 
42.. 
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l'expression de ci pourra s'écrire sous la forme 
cl = k - k ( i  - G,) - ( z k  - i ) V i ,  
il s'ensuit que si l'on a zk  - I ) O ou k > t , on aura aussi ci < k .  
Donc, dans le cas ordinaire où l'on a ,  avant la décision des jurés, 
plus de raison de croire à la culpabilité qu'à l'innocence de l'accusé, 
la chance de sa condamnation P une majorité d'au moins une OU 
voix, c'est-à-dire à une majorité quelconque, sera toujonrs 
moindre que cette probabilité antérieuré de sa culpabilité : en suppo- 
sant, par exemple, qu'il y ait quatre contre un à ~ a r i e r  que l'accusé 
est coupal>le, lorsqu'il parait devant le jury, il y aura moins de 
quatre contre un à parier qu'il sera condamné. 
Cette proposition est, comme on voit, indépendante de la chance 
d'erreur des jurés, ou de la valeur de u, autre que l'unité. Dans le cas 
de u=r ,onauraU,=i ,V,=o,  c,=k,d,=i-k,quel quesoit i .  
Dans le cas de u = O, on aura de même U i =  O, VI 3 I ,  ci= I -k, 
di= k. Pour ces deux valeurs extrêmes de u,  il est évident que la 
conclainiiation ou l'acquittemeiit ne pourra avoir lieu qu'à l'unani- 
mité; et c'est, eu effet, ce qui résulte des formules (4) et (51, qui don- 
nent alors y i = o  eet dt1=o, excepté pour i= o. 
(1 19). En conservant toutes les notations précédentes, représeii- 
toiis, de plus, parp, la probabilité que l'accusé est coupable, quand il 
a été condamné par n - i contre i jurés, ou à la majorité tle 7n voix, 
et par pi, la probabilité qu'il est innocent, lorsqu'il est acquitté à cette 
majorité; ou kutrement dit, soit p, la probabilité que le jugement 
rendu à la majorité de m voix sur n est bon, quand il condamne, et y,, 
lorsqu'il absout. Dans le premier cas, la probabilité de I'événe- 
ment observe', ou de ta condalilnation, est N,kun-'(1 - u)' ou 
K,(I-k) (r -u)"-'ui, selon que l'accusé est ou n'est pas coupable; 
d'après la règle du no 34, on a donc 
en supprimant le facteur Ni qui serait commun aux deux termes de 1s 
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fraction. Dans le cas de l'acquittement, or1 trouvera de méme, 
(1 - k) un-i ( 1  - u), 4, = -- (1 - k) un-' ( r  - u)' + k ( i  - I L ) " - ~ u ~ '  (8j 
Si l'on suppose E =  f ,  on aura pi= pl; et, en effet, lorsqu'h prier-i. 
on n'a pas de raison de croire plutôt 5 la culpabilité qu'a l'iniio- 
ceuce de l'accusé, il est évident que la bonté des jugements rendus 
à la même majorité, a aussi une égale probabilité dans les deux 
cas de la condamnation et de l'acquittement. Pour u= f ,  on a 
u"-'(1 - u)i = (1 - u)'-'ui, et, par conséquent, comme cela doit 
être, pi = k et 4; = 1 - k, quels que soierit les nombres n et i. 
En faisant, dans les formules (7) et (8), 
et observant que n =In + ai, on aura 
kt" ( 1  - k )  lrZL 
P 1 = k r " T i -  k,a= (, - k )  t m + k ;  
ce qui montre que la probabilité de la bonté d'un jugement, ne de- 
pend, toutes choses d'ailleurs égales, que de la majorité rn à laquelle 
il e4t rendu, et nullement du nombre total n des jurés; et ,  effective- 
ment, les votes contraires et en nombres égaux, dans le cas d'une 
nierne chance d'erreur pour tous les jurés, ne sauraient augmenter ni 
diminuer la raison de croire que le jugement soit bon ou mauvais. 
Mais ce résultat suppose essentiellement In chance u que les jurés ne 
se tromperont pas, donnée avaat le jugement; et il n'en serait plus 
de méme, comme on le verra plus loin, si cette chance devait être 
conclue, après le jugement, des riombres de voix qui ont eu lieu pour 
et conti-e. 
Pour une valeur donnée de u ,  un jugement rendu à la majorité 
d'une seule voix, par exemple, ne mérite donc ni plus ni moins de 
confiance, quel que soit le nombre impair des jurés, que s'il y avait 
un seul juré; mais la probabilité qu'un tel jugement, de coudamna- 
tion ou ,d'acquittement, sera rendu, diminue à mesure que le nom- 
bre total des jurés devient plus grand. En effet, cette probahilité 
sera la somme des formules (4) et (5), dans laquelle on fera n = ai + r  ; 
en la désignant par ml, et ayant égard à la valeur de&, on aura 
1.2.3 ... zi+ I [ U ( I  - u ) I 1  
W' r -. (1.2.3.. . i)' (i+ 1 )  ' 
d'où l'on coriclut 
2 i+3  
.i+ 4.4u ( 1  -u) ml; mi+. =-
et comme 4u (1 - u) ne peut pas surpasser l'unité, il s'ensuit qu'on a 
toujours <ml+, <ml. En comparant cette valetir de ml à celle de H,, 
on voit que la première surpasse la seconde dans le rapport de l'unité 
à zu ( i  - u ) ,  qui reste le même quel que soit i. 
(120). Si l'on sait seulement que l'accusé a été condamné à la ma- 
jorité d'au moins m voix, de sorte quela majorité ait pu être m, m+z ,  
m+4. . . . jusqu'à m + zi, ou l'unanimité; on concoit que la probabi- 
lité qu'il est coupable sera plus grande que pl : je la représenterai par P,. 
Dans l'hypothèse que l'accusé soit coupable, la probabilité de la con- 
damnation qui a eu lieu ou de l'événement observé, est kUl, d'après 
ce qu'on a vu plus haut; elle est ( r  - k) V,, dans l'hypothèse de la 
non-culpabilité; on aura donc 
EU désignant par QI la probabilith de la non-culpabilité, quand I'ac- 
cuçé est absous a cette majorité de m voix au moins, on trouvera de 
même 
(1 - k) Ui QI= (1 - k ) U .  + kV.' (10) 
Les probabilités de la bonté d'un jugement rendu à la majorité de 
m Voix au moins, auront aussi pour expressions Pi dans le cas de la 
condamnation et Q dans le cas Je l'acquittement. Elles ne sont pas, 
comme pl et q,, indépendantes du nombre total n des jurés, et  dépen- 
dantes seulement de m ou n- ai. Pour les comparer numérique- 
ment les unes aux antres, je prends k = f ;  ce qui rend égales 
les quantités Pl et Q,, ainsi que p, et qt, et suppose qu'avant le 
jugement, l'innocence de l'accusé avait la même pi+ohabilité que la 
culpabilité. Je fais aussi u = +; en sorte qu'il y ait trois à parier 
contre un que chaque juré ne se trompera pas. En prenant pou]. n 
le nombre ordinaire des jurés, et faisant n = Ia et i= 5, on trouve 
d'abord 
on trouve, en outre, 
et Von en déduit, à très peu près, 
ce qui montre que dans cet exemple, la probabilité I -PL de l'erreur 
d'une condamnation prononcée à la majorité de deux voix au moins, 
est à p i n e  un septième de la probabilité I -pz de l'erreur à craindre 
dans un jugement rendu à cette majorité de deux voix précisément, 
ou par sept voix contre cinq. 
Les formules (4, (5 ) ,  (6), (7), (8), (g), ( 1 O), s'appliqueront sans diffi- 
culté au cas où l'accusé traduit devant le jury que nous considérons, 
aura déjà été condamné ouacquitté par un autre jury; on prendra alors 
pour la quantité k que ces formules renferment, la probabilité que I'ac- 
cusé est coupable, résultant du premier jugement, et que l'une de 
ces formules aura servi à déterminer. 
(121). Lorsque n- i et  i seront de très grands nombiw , on sera 
obligé de recourir aux méthodes d'approximation, pour calculer les 
valeurs de Ui e t  V,. 
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Pour cela , j'ohserve qii'en faisant i - u = v, la quantité U,  est la 
somme des i -+ i pemiers termes du développement de ( u + v)" , 
ordouné suivant les puissances croissaiites de o ;  elle devra donc 
coïncider avec la formule (8) du no 73, cn mettant dans celle-ci, u ,  V ,  
i, n, au lieu de p, q, n,  p ; par conséquent, d'après les formu1 es (1 5) 
du n" 77, nous aurons 
S étant une quantité psitive dont le carré a ponr valeur 
et en employant la première ou la seconde de ces deux expressions 
i 
de Ut ,  selon que surpasskra le rapport ou sera moindre. 
Si l'accusé a été condamné, et que toutes les ma,jorités puissent avoir 
eu lieu, depuis la plus pti te,  de une ou denx voix, jusqu'à l'uiiani- 
mité, le nombre n 4- i et le rapport &--, seront à très peu près 
double de i et I'unité; on devra donc employer la première ou la se- 
coiide formule ( r  I ) ,  selon que l'on aura v > ZL ou v < u;  et si rr  et v 
differeot notablement de 1 ,  ou 4uv de I'unité, on aura, aussi à très peu 
p r è ~ ,  
B ' = i l o g e .  UV 
Alors, puisque i est un très grand nornhre, la valeur de 4 sera assez 
considérable pour rendre insensible, les intégrales et les exponentielles 
contenues dans les formules (1 1). La quantité U, se réduira donc à l'u- 
nité ou à zéro, selon que u surpassera v ou sera moindre; et comme, 
dans le cas que nous examinons, la somme de U, ci V, est l'unité, 
exactement ou à très peu près selon que i est impair ou pair, il s'ensuit 
que V, sera zéro quand on aura u > v, et l'unité dans le cas de u < o. 
De là, on conclut que, si la probabilité k de la culpabiliié de Ilaccusé 
avant le jugement, n'est pas une très petite fraction, il y aura une 
probabilité P. très approchante de la certitude, pour sa culpabilité après 
qu'il aura été condamné par iin jury composé d'un très grand nom- 
bre n  de jurés, si la chance $1 de l'erreur de chaque juré est notable- 
ment moindre que la chance contraire u; résultat qui tient à ce que ce 
grand nombre n, rend alors très peu ~robable  que le jugement soit 
prononcé à une faible majorité. Au contraire, cette probabilité Pz, de 
la bonté d'un jugement, sera une très petite fraction, et  l'innocence 
de l'accusé, très probable, si c'est u qui est sensiblement moindre 
que v, et que, de plus, k ne soit pas une fraction tris approchante de 
I'unité. Les prohabilités c, de la condamnation et di de l'acquittement, 
données par les forn~ules (6), seront très peu différentes de k et 
I - k ,  quand u surpassera v ,  ou, au contraire, de i - k et k lors- 
qu'ou aura v > u. 
Dansle c a s d e u = v = f , e t e n  faisant n = a i +  I ou n = z i + 2 ,  
i selon que n sera impair ou pair, le rapport --- . sera un peu 
n + r - a  
moindre que k, ou que l'unité; il faudra donc employer la pre- 
mière formule ( I I ) ;  et  comme Ir valeur de 9 sera Urie très petite 
fraction, on aura, à très peu près, J. 
en négligeant le carré de 6 ,  ainsi que les termes qui auraient i pour 
diviseur, et observant qu'on a alors 
Si n est impair, que I'on fasse n = ai f r , et qu'on mette j pour u 
et v, on aura 
eu développant les logarithmes en séries, on en déduit, au degré 
43 
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d'approxirilation où nous nous arrêtons 
la soninie de V. et U, étant I'iinité, V. sera aussi t ; et l'on aura Pr = k, 
comme cela doit être, quel que soit d'ailleurs le nombre des jurés, 
lorsque leur chance est égale pour se tromper et pour ne pas se troni- 
per. Si n est un nombre pair, et qu'oii fasse IL= 2 i f  2 ,  u = + .  
v = $ ,  on aura 
d'où l'on déduira 
3 
= - U,=  f -2- 
z r /  2 2k /T i7  
mais d'après la valeur de H, du ri" I 18, on a, dans ce cas, 
u , + v , =  i ---. 
r/Z' 
on aura donc 
et ces valeuipde U, et V, étant égales, il en résultera P, = k, comme 
dans le cas précédent. La probabilité c. de la condamnation, que nous 
considérons, sera indépendante de k,  et égale à U,, ou un peu moindre 
que i. 
(122). En supposant toujours que le jury soit composé d'un iioin- 
hre quelconque n de jurés, concevons maiiitenant que pour chaque 
luré, la chance de ne pas se tromper puisse avoir un nombre v de va- 
leurs différentes et inégalement probables. Soient x , ,  x., xs,. . . . x,, 
les valeurs de ces chances pour un premier juré; x,', x,', xi,. . . .xI1, 
p n r  un second juré; x,", x:, x:, . . . . x:, pour un troisième 
juré; etc. Désigiions, en général, par X,, X,,', X,,,", etc.,lesprobabi- 
lités que les cliances x., x,,', x,,,", etc., auront lieu, et qui serontaussi 
les probabilités des chances correspondantes i - x. , I - x,,', 
I - x,,,", etc. Conime une des chances x,, x*, x*, . . . . x , ,  aura 
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lieu certainement; qu'il en sera de niême à l'égard de l'une des 
chances x , / ,  x,', x,', . . . . x,'; ainsi que pour l'une des chances x,", 
XI, x,", . . . . x,"; et ainsi de suite, on devra avoir 
X , + X , + X , +  .... + X , = r ,  
X,'+ X,'+ X i +  .... f X,'= 1 :  
X,"+ X,'+ X,"+ .... + X,"- 1; 
etc. 
Si donc, on fait 
X ,x ,  + X,X% + X3x3 4- .... + Xvx* = u ,  
X,'x,'+ X,'x,'+ X i x i +  . . . . + XV1x,'= ui, 
X,"x,"+ X.-L'i+ X:xQ+ . . . . + X:x;= u", 
etc., 
ou aiira, en même temps, 
x ,  ( I -  .z,) + Xs ( 1 - X S ) +  .... + X" ( 1 -  x 7 ) = 1 - ~ ~ ,  
x , t ( i -  x z l )  + X;( I -  xs') + . . . .  + X"'(I-xv0 -1-ut, 
x;(l  - xrf') + XnR(1 - x/)  +. . . .+ X?(I - x"") = 1 - l ~ " ,  
etc. ; 
et u, u', u", etc., seront les valeurs rnoyerines des chances cle ne pas 
se tromper, pour le i", 2', 3', . . .juré, el I - u, i -u', I - u", etc., 
les valeurs moyennes de leurs chances de se tromper. 
Cela posé, la qu'aucun des IL jurés ne se trompera, toit 
respondante aux chan ces^^, x';,, x",~~, etc., de ne pas se tromper, sera le 
produit de ces chances et de leurs probabilités respectives X,,  XI,, , 
Y,, , etc.; en la désignant par il, on aura donc 
Soit P la probabilité qu'aucun juré ne se trompera, quelle que soit 
celle de ses chances possibles de ne pas se tromper, qui aura lieu. Par 
la règle du no IO,  P sera la somme des nv valeurs de il qiie l'on obtieii- 
dra, en y mettant successivemeiit chacun des nomhres I ,  2, 3,. . . . v ,  
à la de chacun des n nombres i ,  2, i", etc. Or, il est facile de 
vair que cette somme sera le produit des n moyeiines u, ut, u", etc. ; 
43 . .  
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en sorte que l'on aura 
P = uu'u"etc., 
quels que soient les nombres n et v .  
Relativementaux chances quelconques x , ,  .di,, x",,,, etc., de ne pas 
se tromper, la probabilité qu'un seul juré se trompera, se déduira 
de n en y r e n ~ ~ l a ~ a n t  xi par I - x ,  si c'est le premier juré, XI,,  par 
i - xdi,  si c'est le second, etc. En appelant n' la probabilité totale 
qu'un seid juré se trompera, correspondante à ces chances x, , sr,,, 
x"~., etc., on aura donc 
n' = X,X',,Xr',,, etc. [(I - xi)xt,,x':. etc. f X,(I - xti ,)  xl\,. etc. 
+x,xri, (1 - x"~,!) etc. + etc.]. 
Si l'on désigne ensuite par P' la probabilité qu'en ayant égard, pour 
chaque juré, à toutes les chances possibles de ne pas se tromper, il y 
aura un seul juré qui se trompera, P' sera la somme des nv valeurs 
de nt que l'on obtiendra en y mettant successivement pour chacun 
des n indices i, i', if', etc., tous les nombres r ,  2, 3, . . . . >; et il est 
facile de voir que cette somme ne dépendra que des moyennes u, ut, 
u" , etc., et aura pour valeur 
Pt = (, - u)u'u' etc. + u(i - u'j~"etc. + uul(i - u") etc. +etc. 
En continuant ainsi, on parviendra à cette proposition générale : 
La que parmi les njurés, n -i ne se tromperont pas, et i 
se tromperont, sera la même que si la chance de ne pas se tromper 
n'avait qu'une seule valeur possible pour chaque juré, savoir, u pour 
le premier juré, u' pour le second, u" pour le troisième, etc. Par 
conséquent, si ces chances moyennes u , u', u", etc. , saut inégales, 
les diverses probabilités d'une con~lamuation à des majorités données, 
et celles de la culpabilité du condamné, se détermineront par les règles 
du no r 16, étendues à Lin nombre quelconque n de jurés. Si elles sont 
toutes égales entre elles, les probabilités dont il s'agit s'exprimeront 
au moyeu des formules (4), (5), (6),  (7 ) ,  (a), (g), (IO), en y mettant 
pour u la chance moyenne commune à tous les jurés. 
On se représentera avec précision la possibilité pour chaque juré, de 
plusieurs chances inégalement probables de ne pas se tromper, en con- 
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cevant que la liste sur laquelle chaque juré doit ètre pris, soit divisée 
en un nombre v de classes de personnes, telles que toutes les person- 
nes d'une même classe aient une même chance de ne pas se tromper : 
pour la liste sur laquelle le premier juré doit ètre pris, soient x, 
cette chance correspondante à l'une des classes, et X, le rapport du 
du nombre de personnes de cette classe au nombre de celles qui sont 
portées sur la liste entière; la chance que ce juré ne se trompera pas, 
sera s, s'il appartient à cette classe, et X, sera la probabilité que cela 
aura lieu, c'est-à-dire la probabilité de cette chance xi. Si le second 
juré doit être pris sur une autre liste, et que XI,, soit la chance de ne 
pas se tromper, pour les personnes de l'une des classes de cette liste, 
et Xtif le rapport de leur nonibre à celui des personnes portées sur la 
liste entière, x',, sera la chance que le second juré ne se trompera pas 
s'il appartient à cette classe, et X:., la probabilité qu'il en fera partie, 
ou la probabilité de cette chance x:,; et airisi de suite, pour tous les 
autres jurés. Les jurés, d'une session de cour d'assises, étant pris au 
hasard sur une même liste, formée de toutes les personnes qui peu- 
vent être jurés dans le ressort de cette cour, il s'ensuit qu'avant le ti- 
rage au sort, les chances moyennes u, ut, r&", etc., sont égales entre 
elles. Leur valeur commune peut d'ailleurs n'être pas la niême dans 
les ressorts des différentes cours; et cela étant, s'il y avait des affaires 
où le jury dût étre composé d'un juré pris dans une partie déterminée 
du royaume, un second dans une autre partie, etc., ce serait le cas 
les moyennes u, ut, J, etc., pourraient être différentes. Mais, dans 
tous les cas, on ne doit pas confondre ces chances moyennes qui ont 
lieu avant le tirage des jurés, avec les chances de ne pas se tromper, 
propres aux jurés que lesort aura désignés, quand le tirage sera effet- 
tué ; nous reviendrons tout à l'heure sur cette disiinction essentielle. 
(123). Si le nombre v des chances possibles x,  , x,, x3, etc., est in- 
fini, la probabilité de chacune d'elles sera infiniment petite. Soit 
alors  di la probabilité que la chance de ne pas se tromper, pour un 
juri  pris au hasard sur une liste donnée, sera égale à x; soit aussi la 
moyenne de toutes les chances possibles, en ayant égard à leurs pro- 
babilités respectives; la somme qui doit être égale à l'uniie, et celle 
qui doit former la valeur de u, d'après ce qui précède, se changeront 
eu des intégrales définies, prises depuis X= O jnsqu'à x = r ; en .wrte 
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que I'on aura 
fol XIis = 1, S.' W d x  = u. 
La quantité positive X pourra être une fonction continue on discon- 
tinue de .z, entièrement arbitraire, pourvu qu'elle satisfasse à la pre- 
mière de ces équations : pour chaque expre~si~on donnée de X, il y aura 
une valeurnii~néri~iie d  IL, tout-à-fait déterminée; mais à chaque va- 
letir donnée de r ~ ,  c o r r ~ s ~ o n d r o ~ i t  nne infinité d'expressions différentes 
de X, ou de lois différentes de probabilités. 
Lorsque toutes les valcurs de x, depuis zéro jusqu'à l'unité, seront 
égalementpossibles, la quantité X sera indépendante de x, et devra être 
l'unité pour satisfaire h la des deux équations précédeiites; eii 
vertu de la seconde, on aura alors u = t. Si cette quantité X est crois- 
sante depuis x= O jusqu'i x= 1, de manière que la chance qu'un 
juré ne se trompera pas, soit elle-niéme d'autant plus prohahle qu'elle 
approchera davantage de la certitude; s i ,  de plus, X croît unif'ormé- 
ment, on fera 
X = a x  f g; 
r et g étant des constantes positives. Or1 aura alors 
d'oii I'on lire 
ce qui exige que l'on n'ait pas a > 2. 11 en résultera 
en sorte que la chance moyenne rie pourra par excéder ;, ni être 
moindre que t , qui répondent i a = 2 et a =o. 
Supposons encore que h varie en progression géométrique, pour 
des accroissements égaux de x;  et prenonî 
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valeur qui satisfait à la condition for X d x  = r , quelle que soit la 
constante a ,  et dans laquelle e est, à l'ordinaire, la hase des loga- 
rithmes népériens. Nous aurons 
d'où l'on conclut qu'en faisant croître a depuis a = - oo jusqu'à 
IL = m , la chance moyenne u sera susceptible, dans ce cas, de 
toutes les valeurs possibles, depuis u = O jusqu'à u = I : pour 
a=-a3,  a = o ,  a = a , o n a u r a  u = O ,  u = $, II = 1. 
Si les diverses chances de ne pas se tromper doivent être renfermées 
entre des limites plus étroites que zéro ct l'unité; par exemple, 
si la chance x ne doit pas s'abaisser au-tlessous de :, et ,  en outre, 
si an-dessus de +, toutes ses valeurs doivent étrc &galenient poîsilrles, 
011 prendra pour X une fonction discontinue, que l'on déterminera 
de cette manière. Je désigrie pare une quantité positive et de gran- 
deur finie, mais tout-à-fait insensible ; soityx une fonction qui varie 
trhs rapidement depuis x = t - E jusqu'à x = f ,  qui s'évanouisse 
pour toutes les valeurs de x, coniprises depuis x = O jnsqu'à x =+- 6 ,  
et qui ait pour valeur une constante donnée g, depuis x = i lus- 
qu'à .z-= r ;  cela étant, je  fais 
x = j x .  
Par la nature de cette fonction f i ,  on aura 
à cause d e L '  Xdx = r , on aura donc 
JLà-. jkdx = I - ig; 
a 
ce qui exigera que g ne surpasse pas a, puisque fx ne peut avoir 
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que des valeurs positives. Dans l'intégrale , xJx&, on pourra, r;-, 
en-dehors de j.~, regarder ~x comme une constante égale à + ; on 
aura donc aussi 
et en observant qu'on a 
on en conclura 
ou bien, en réduisant, 
u = : + g g .  
Par conséquent, dans ce cas, la chance moyenne ne pourra pas ex- 
céder u = $, qui répond à g = 2, ni être moindre que u = ;, qui 
répond à g = O. 
On pourrait faire ainsi une infinité d'hypothèses différentes sur la 
forme de la fonction X. Si rune d'elles était certaine, la valeur cor- 
respondante de la chance moyenne u le serait aussi; si, au contraire, 
elles sont toutes possibles, lenrs probabilités respectives seront infini- 
ment petites, et il en sera de même à l'égard des diverses valeurs de 
la chance moyenne qui résulteront de ces hypothèses. Le dernier cas 
aura lieu, lorsque les valeurs différentes dont est susceptible la chance 
qu'un juré ne se trompera pas, nous seront inconnues, et que nous ne 
connaîtrous même pas la 1oi.de leurs probabilit&s, de sorte que nous 
puissions faire sur cetteloi toutes les suppositions possibles, qui don- 
neront à la chance moyenne des valeurs inégalement probahlés. Alors 
en représentant par ~ u d u  la probabilité infiniment petite que cette 
chance sera égale à u précisément, QU sera une fonction coutinue ou 
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discontinue, telle que l'on, ait pudu= r ,  et susceptible des mêmes L ' 
remarques que L'on vient de faire relativement i X. 
(124). Les formules précédentes donneraient les solutions  complète^ 
de toutes les questions relatives à l'objet de ce chapitre, si avant le 
jugen~ent, la probabilité k de la culpabilité était connue, et que l'oii 
connût aussi, pour chaque juré et dans chaque araire, la probnl~ilit<t 
qu'ilne se trompera pas; ou bien, si cette chance de ne pas se tronlpri 
a plusieiirs valeurs possibles, il faudrait que toutes ces valeurs fussciit 
données, ainsi que leurs probabilités respectives; ou hien encors. 
quand ces valeurs sont en nombre infini et ont chacune une ~ r o h a -  
bilité infiniment petite, il serait nécessaire que nous connnssions la 
fonction qui exprime la loi de lenrs probabilités. Mais aucnn de ce\ 
éléments indispensables ne nous est donné à priorr. Avant que l'accuse 
devant le jury, sa mise en accusation et la procéitiire qui 1'8 
déterminée, rendent sans doute ça culpabilité plus pobable que 5011 
innocence; il y a donc lieu de croire que /t surpasse i, mais de corn- 
bien? Nous ne pouvons aucunement le savoir d'avance. Cela dépend 
de l'habileté et de la sévérité des magistrats chargés de l'instruction 
préliminaire, et peut varier dans les diffërents genres d'affaires. Nori, 
ne pouvons pas non p l u  connaftrc, soit avant le tirage an sort qui 1.i 
liste des citoyens qui peuvent être jurés, soit apres ce tirage, 1: 
chance qu'un juré ne se trompera pas : elle dbpend, pour chaque 
de ses lumières, de l'opportunité qu'il attache à la répression 
de telle ou telle sorte de crinles, de la pitié que lui inspire l'âge ou 
le sexe de l'accusé, etc.; toutes circonstances qui nous sont inconnnes, 
et dont nous ne pourrions pas d'ailleurs évaluer en nombres, l'influence 
sur les votes des jurés. Il est donc nécessaire, pour qu'on puisse faire 
usage des formules précédentes, d'eu éliminer les élements inconnus 
renferment; c'est ce qui va maintenant noiis occuper. 
(125). Considérons le cas ou la chance de ne pas se tromper es: 
&gale pour tous les J U ~ ~ S .  On suppose qu'elle soit inconnue avant le 
jugement, et susceptible de toutes les valeurs possibles depuis 
jusqu'à l'unité, et l'on représente par Qrulu la probabilité infiniment 
petite d'une valeur u  de cette chance. Si cette valeur était certaino, 
c'est-à-dire si la chance de ne pas se tromper était certainement u pour 
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cliaque juré, la prababilité que l'accusé coupable ou innocent serait 
 ond damné par n - i voix et absous par les5 autres voix, aurait pour 
expression la formule (4); n étant le nombre total des jurés, et k fa  
probabilité, avant le jugement, de la culpabilité de l'accusé. Par 
conséquent, la de ce partage de voix sera réellement 
égale à cette formule multipliée par Qzrdu; et quand ee partage%ura 
eu lieu effectivement, la probabilité que la chance de ne pas se t r m -  
per, commune à tous les jurés, a été u ,  sera le produit de la for- 
mule (4) et de qcufu, divisé par la souilne des valeurs de ce mêmc 
poduit qui répoudent à tontes celles de u, depuis 14 = O ,  jusqu'à 
u = I (no 43) ; de sorte qu'en désignant par w,du cette prohabilite 
infiniment petite, nous aurons 
t.11 supprimant le facteur Ni de la formule (4), indépendant de 16 et 
qui serait commun au numérateur et au dénominateur de O,. Si I'on 
représente par hl la probabilité que la chance zd de ne pas se tromper 
.i été comprise entre des limites données 1 et l', cette quantité sera 
l'intégrale de w ,  du, prise depuis u = L jusqu'h u = 1'; on aura 
donc 
Dans le cas de n pair et d'un partage égal des voix, on a n  = zi, et, 
par conséquent, L"ziz ( 8  - U ) ~ @ U ~ U  
a, = --; A' ui (I - u)'guli 
en sorte que la probabilité hl est alors indépendante de k, dont e:le 
dépend, en général, quand les voix sont. inégalement partagées. 
Lorsque deux valeurs quelconques de u également éloignées des ex- 
:rémes zéro et l'unité, ou de la moyenne u = :, sont également pro- 
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bables, de sorte qu'on ait p (1 - u) = pu, il en résulte 
Si l'on a ,  de plus, I < f et 1' = i - Z, on aura aussi 
la formule (1 3) deviendra donc 
et sera encore indépendante de k, quels que soient les noilibres n - i 
et i suivant lesquels la totalité des voix se sera divisée. 
En faisant 1 i t et 1' = 1, dans la formule (la) , et en désignant 
par A', ce qu'elle devient, il en résulte 
A', = a " a  
k JOr un-.(I - pudu du + ( I  - 
pour la probabilité que la cliauce u est comprise entre t et 1 ,  ou 
surpasse i. Si I'on fait de même 1 = O et Z' = 5 ,  et qu'on représente 
par A", ce que devient la formule (la), on aura 
pour ia probabilité que u soit moindre que f .  Or, la probabilité qu'on 
a précisément u = + étant infiniment petite, la somme de ces deux 
quantités hli et Arti doit être l'unité; ce qu'on vérifiera immédiatement 
en obsewaiit que leurs dénominateurs sont égaux, que la somme des 
intégrales multipliés par k à leurs numérateurs, est égale à l'intégrale 
multipliée par k au dénominateur, et qu'il en est de même à regard 
des intégrales multipliées par 1 - k. 
44- 
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(126) La probabilité que la chance de ne pas se tromper pour 
chaque juré a été égale à u dans un jugement oii n - i jurés ont 
condamiié l'accusé et les i autres l 'ontbsous, étant exprimé par m.&, 
et la probabilité que i'accusé soit coupable après le jugement, étant 
la qiiarititép, du nq i ig ,  si cette chance était certainement u; il suit des 
réglcsdes nos 5 et IO, que la probabilité de la culpabilité aura pour va- 
leur complète l'intégrale du produit p,o,du, prise depuis u=o josqu'à 
16 = I .  DOIIC, eu la désignant par ci , et ayant égard aux expressions 
de ml ct de p, , iious aurons 
Cette probabilité ci sera zéro ou l'iiiiité en même temps que k. Eri 
niettaiit son expression sous la forme 
on voit que pour toute autre valeur de k ,  la probabilité que I'ac- 
crisd est coupable, après le jugement, sera plus grande ou plus 
petite qu'auparavant, selon que la premiére des deux intégrales 
/:' ira-'(1 - u). pz& et Io' ul(i  - u)'-'~udu sera plus grande ou 
pliis peiite que la seconde : quand elles seront égales, ce qui aura tou- 
jours lieu dans le cas de n= zi et dans celui de p (i -u) = pu, oii 
.mra ci = k, et, en effet, la probabilité que l'accusé est coupable ne 
peut être aucunement changée par un jugement dans lequel les voix 
i:: sont partagées égalenlent, non plils que par un jugement dans le- 
quel les valeurs rr et 1-u, ou j t t (1- z ~ ) ,  de la chance de ne pas 
5e tromper, sont supposées également probables. 
Dans tout autre cas, c, ne dépendra pas seulement, coilime pi,  de 
la majorité In ou n - zi à laquelle le jugement a été prononcé, et de 
la quantité k; la valeur de rj dépendra aussi du nombre toial n des 
jurés et de la loi de probabilité des chances de pas se tromper, ex- 
primée par la fonction p u  
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Ainsi, par exemple, si une condamnation est prononcée à une seule 
voix de majorité, p r u n  jury composé de 201 jurés; ou bien, si I'accilsé 
est condamné, dans uii autre cas, par un seul juré, et qu'ou soit certain 
que la chance de ne pas se tromper a été égale pour ce juré unique et 
pour chacun des 201 autres jurés,la bonté dujugement aura exactement 
la même dans les deux cas : seulement, dans le premier 
cas, si cette chance differe notablement de t ,  I'événemeiit observé 
sera un fait extraordinaire, ou dont la probabilité sera trks faible, et 
qui arrivera très rarement ; et si cette cliance de ne pas se tromper est 
égale t f ,  la probabilité de ce premier cas sera un peu au-dessus de uu 
iieuvibnle, d'aprés l'expression de m, du n" I 19. Mais si la chance 
que chaque juré ne se trompera point, tie noiisest pas connue avant le 
jugement, et que nous la déduisions du jugement même qui a été pro- 
n o ~ c é ,  la culpabilité de l'accusé est beaucoup moins probable, lors- 
qa'il est condarnné par l o i  jurés et absous par IOO autres, que s'il n'y 
avait qu'un seuljuré par lequel il eût aussi été condamné; non pas que 
le jugement de ior personnes contre 100, soit moins' bon en lui- 
inême que celui d'une seule personne; niais parce que le partage de 
201 voix en cleiix nombres qui ne diffèrent que d'utie unité, rend 
trbç probable que la chance de iie pas se tromper a été peu différeiitc 
de t ,  sans doute à raison de la difficulté que l'affaire présentait. 
. (127). Afin de se foru~cr une idée précise de la signification qu'on 
doit attacher aux forillules (12) et (13 )~  il faut supposer une personne 
qui ait, avant le jugement du jury, une certaiiie raison de moire 
I'accusé coupable, exprimée pal, la probabilité k; qui ne connaisse 
aucun des n jurés, ni l'affaire qu'ils ont eu j. juger; et qui sache seule- 
ment qu'on les a pris ail hasard sur la liste générale. Pour cette per- 
sonne, la probabilité qu'un juré ne s'est pas trompé dans son vote, 
est égale pour tous les jurés (no I aa), mais inconnue; avant le jugement 
elle peut supposer à cette inconnue u,  toutes les valeurs possibles de- 
puis u=o  jusqu'à a = r  : par des considéi.ations qiielconques que nous 
point ici, la probabilité infininient petite que la personne 
attribue à la variable u est exprimée par pudu; et pu est une fonction 
donnée qui doit satisfaire I la condition pudu= 1, puisque la va- L ' 
letir de u est certainement contenue entre les limites de cette inté- 
pale  : après que le jugemeni est prononcé, et la personne sachant que 
l'accusé a été absous par i voix et condamné par les n- i autres, 
cette connaissance est une nouvelle donnée d'après laquelle il y a,  pour 
cette personne, la ~robabilité ni que la chance u de pe pas se tromper 
a été, dans ce jugement, cornpi-ise entre les limites 1 et 2' pour tous 
les jurés. La raison de croire à la culpabilité de l'accusé a aussi aug- 
menté ou diminué : la probabilité k qui l'exprimait avant le jugement 
est devenue <. aprbs qu'il est rendu; elle serait différente pour une 
autre personne qui aurait d'autres données sur la questiou, et l'on ne 
doit pas la confeiidre avec la chance même de la culpabilité. Celle-ci 
dépend de k, et de la chance de ne pas se tromper, propre à chacun 
des jurés qui ont concouru au jugement, différente pour les diffé- 
rents jurés, d'après leurs divers degrés de capacité et la nature de 
l'affaire souniise à leurs décisions. Si les valeurs numériques u, u', 
l i t ,  etc., de cette chance, nous étaient données pour tous les jurés,, 
ainsi que la valeur de k ,  la chance véritable de la culpabilité de l'ac- 
cusé après le jugement, se calculerait par les règles du n* i 16, éten- 
dues au cas de n jurés; mais l'impossibilité de connaitre ces valeurs 
à p h r i ,  rend également inipossible l'application de ces règles. 
Si l'on sait seulement que l'accusé a été condamné à la majorité d'au 
nioins rn ou n - ai voix, de sorte qu'elle ait pu être de m-1- a ,  
m4-4,. . . . voix, jusqu'à l'unanimité; et si l'ou représente, dans ce cas, 
par Y, la probabilité que la chance de ne pas se tromper, comniune a 
tons les jurés, a été coinprise entre les limites Z' et 1, el par Z, la pro- 
babilité que le condamné soit coupable, on obtiendra les expressions 
de Y, et Z, par le même raisonnemerit que celles de A, et c,, mais en 
faiçant usage des valeurs de c, et P, (ries I 18 et i zo), au l ie~d'em~loyer,  
:omnle nous l'avons fait pour parvenir aux formukes ((1 a) et (13), les 
valeurs de 1, et p,. De celte manière, on aura 
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On pourrait généraliser ces enpressionsi ainsi que les formules (1 a) 
et (13), et les étendre au cas où l'on saurait qu'une p r t i e  n' des n jui-és 
a été prise ait hasard sur une premi&i9e liste, une autre partie nt' sur 
une autre liste, etc.; et OU l'on supposerait que pour la première liste, 
une valeur u de la chance moyenne de ne pas se tromper n une 
probabiliîé cp'u'du'; que pour la seconde liste, ~"u"dz~"est la prollabi- 
lité d'une valeur u* de cette chance moyeniie ; et ainsi de suite. Mais 
cette extension ne présentant ni dificulté, ni application utile, nou5 
nous dispenserons d'écrire les formules compliquées auxquelles elle 
donnerait lieu. 
(128). Quand i et n-i  seront de très grands nombres, il faudra 
avoir recours à la niéthode du na 67 pour calculer les valeurs appro- 
chées des intégrales contenues dans les formules (1 2), ( i s ) ,  (14). 
Je  considérerai d'abord celles que renferment les formules ( 1 2 )  
et (13). 
Depuis u= O jusqu'à u =  1, le produit um-'(1 -*Iu)* n'a qii'un seul 
mnximuni; je représenterai par g sa valeur, et  par a celle de u à la- 
?uelle il répond; on aura 
n - i  
a=-- 
it(n - iy-t 
, 9 Ca------. nm 
Je fais ensuite 
un-'(1 -  IL)^ = ce-=., 
ou bien, en passant aux logarithmes 
La variable2 croftra continuellement depiiis x=-CO juçqu'à x=a ; 
les valeurs x=-  a ,  x=o, x =a , répondront h u = O, u = a, 
u =  1; et les limites de l'intégrale reiative x seront=ta  , quand 
celles qui se rapportaient a u étaient zéro et l'unité. En général, si lpon 
appelle h et A' les limites relatives à X ,  correspondantes à des limite% 
1 et 1' relatives k u ,  on aura 
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d'après les valeurs précédentes de g et de x'. Lorsque Let 1' surpasse- 
ront a, les valeurs de h et h' devant alors être positives, on prendra les 
signes supérieurs devant les radicaux; on prendra les sigues inférieurs, 
quand le t  1' seront moindres que or ; et quand on aura I < a et .Y> a, 
on prendra le signe supérieur devant le second radical et le signe in- 
férieur devant le premier, afin que la valeur de h soit négative et que 
celle de h' soit positive. 
Pour exprimer u en série ordonnée suivant les puissances de x, 
soient 7 ,  y', y", etc., des coefficients constants, et faisons 
eu ayant égard aux valeurs de a, C, x', il en résultera 
n3 
Lx.=- (PX + 7'x9 + 7"xS + etc )' 
nc(n - zi) 
+ 3 r ' ( n z i ) '  (yx + y'x* -+ yi'xa 3 etc.)3 -+ etc.; 
en égalant les coenicients des niêmes puissances de x dans les deux 
membres de cette équation, on en déduira les valeurs de 7, y', 7", etc., 
au nioyen desquelles, on aura 
-- 
zi(n - i) sxa( n- 2i) 
3nt -i- etc. , 
et,  en même temps, 
-- 
zi(n - i) du= \/-- dx- 4+~* + etc. 
Si la fonction pu ne décroît pas très rapidement de part ou d'autre de 
la valeur particulière a de u, on pourra, après y avoir substitué cette 
valeur de u eu série, développer aussi pusuivant lespuissances de u-r, 
et par suite, suivant les puissances de x; on aura, de cette nmanière, 
-- 
,. = p. + [ x F v - e t c .  ]g+i [x \/mn*-etc.]'z + etc, 
Au moyen de ces diverses valeurs, l'expression en série de 
JO' um-'(l - ~)~q~ l l du  renfermera les intégrales prises depuis x = - Q 
jnsqu'à x = CO, de la différentielle rz'& multipliée par des puis- 
sances paires ou impaires de X ;  les intégrales relatives aux puissances 
paires auront des valeurs connues, les autres s'évanouiront; et les nom- 
bres i et n- i étant du même ordre de grandeur que n, la série dont il 
s'agitse trouvera ordonnée suivant des quantités de i'ordre de petitesse 
I I  de -- -- L 
~ 5 '  n v L 7  n ~ d i '  etc. En nous arrétant à son premier terme, et 
03 
observant que l'intégrale e-%!z est égale à \/n; nous aurons, 
d'où I'on conclut aussi 
par la permutation des nombres i et n - i. 
Si l'on désigne par 6 une quantité positive et très petite par 
rapport à \/n ; que I'on fasse 
L 
et qu'on développe eu séries les logarithmes contenus dans les ex- 
pressions de h et A', OU trouvera h = - $ et h' = $, en négligeant 
les termes de l'ordre de petitesse de 2-. D'après cela, on aura 
r/n 
aux quantités près de l'ordre de :. A mesure que 6 augmentera, cette 
intégrale relative à x s'approchera d'être égale à 6; pour qu'elle 
en differe très peu, il suffira que 6 soit un nombre tel que a ou 3. 
45 
354 RECHERCHES 
Pour des limites 1 ou 1' qui seropt toutes deux notablement plus gran- 
des ou plus petites que -4, l'intégrale relative à u serait sensiblement 
nulle. 
En désignant par 6 une quantité et  très p d t e  paT rapport 
à Vn, et faisant 
nous aurons de même 
Pour des limites 1 et Z', toutes deux notablement plus grandes ou plus 
.petites que k, la valeur de cette intégrale relative à u serait sensible- 
ment zéro. 
. . 
Si les fractions *<4 et; diffèrent notablement Yune de i'autre, les 
premières des valeurs précédentes de 1 et C, différeront de même de la 
i 
valeur - de u qui répond au maximum de ul(i - u)'-', ce qui ren- 
Ji' dra se&ment nulle l'intégrale ttl(t - ~)"-'~ud: correspon- 
dante à ces limites, e t ,  en même temps, les dernières de ces valeurs 
de 1 et Zt différeront aussi notablsment cle La velew 5;- de u rela- 
tive aw muxirnum&ur-7 I-a)', ce qui remha a u s i  a très peu près zéro 
l'intégrale Li' a 7 1  -a)'pdu, qui répoml aux autres limites. 
(129). En substituant dans la formule (1 3) les valeurs approchées 
des intégrales qdelle contient, et sitlsptimant les fietsurs communs 
au numérateur et au dénominateur, il vient 
SUR LA PROBABILITB DES JUGEMENTS. 355 
pour In probabilité qu'un accusé est coupable, quand il est condamné 
à la majorité de m ou n- a i  voix, par un jury composé d'un très 
grand nombre 12 de jur6s. On voit 'qu'elle dépend du rapport de i à n, 
ou, si I'on veut d ~ i  rapport de n-ià i, et non pas de la différence de 
ces nombres, comme la probabilité pl qui a lieu dans le cas où la 
chance u de ne pas se tromper est donnée à priori (no I 19). Par exem- 
ple, si l'accusé est condamné par 1000 voix et  absous par 500 voix, 
dans un jury composé de 1500 jurés, ou bien s'il est condamné par roo 
voix et acquitté par les 50 autres, quand il y a 150 jurés, la probahi- 
lité <, est la même et la probabilité pi très différente dans ces deux cas. 
Au contraire, le second jury et sa décision restant les mêmes, si le 
premier jury était con~posé de 1050 jurés, dont 550 eussent condamné 
l'accusé et 500 l'eussent absous, ce serait p, qui ne changel-ait pas et <, 
qui pourrait beaucoiip changer. 
L'accusé étant condamné, n+i surpasse et Lest moindre; or,  
si I'on suppose qu'au-dessous de u = f ,  la fonction pu soit sensible- 
ment nulle, c'est-à-dire si l'on regarde comme tout-à-fait invrai- 
semblable, une chance moyenne de ne pas se tromper, qui toniherait 
au-dessous de +, ou serait rnoitidre que celle de se tromper; e t  si, de 
plus, la traction k n'est pas très approchante de zéro, on pourra 
négliger le second terme du dénominateur de C par rapport au pre- 
mier; d'où il résultera cl= i ,  ou,  du moins, une probahilitéc, tris 
approchante de la certitude. 
Au moyen des valeurs approchées des intégrales contenues dans la 
forn~ule (ia), et en supposant que les fractions s-i et ni ne soient 
pas très peu différentes l'une de l'autre, on aura 
2 A4 (Y) <[:$ e-=-d.Z 
hl = -_- 
kp (Y) + ( r  -A) @ (ni)' 
pour la probabilité que dans le jugement rendu contre l'accusé, la 
chance u de ne pas se tromper ;commune à tous les jurés, a été com- 
prise entre les limites 
45.. 
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Dans la même hypothèse, qui rendnulle une des deux intégrales que 
renferme le numérateur de la formule (la), on aura 
pour la probabilité que cette chance a été renfermée eutre les limites 
Ori peut donner à 6 et E ,  des valeurs assez grandes sans être très con- 
iidérables, pour que les intégrales relatives à x diffèrent très peu 
de fi; alors la somme de ces deux valeurs de hi différera aussi très 
peu de l'unité; et il sera à très peu près certain que la chance moyenne u 
a été comprise, soit entre les premières limites, qui s'écartent peu cle 
la fraction 7' supérieure à :, soit entre les dernières, qui s'écar- 
tent peu de la fraction moindre que i. Si l'on suppose q c) insensi- 
b1è.o~ négligeable par rapport à p (G), le second cas s e n  exclu, 
et l'on pourra regarder camme à peu près certain que la valeur de u 
n - E  
s'est très peu écartée du rapport --, ou, autrement dit, que les 
chances u et i - u de ne pas se tromper et  de se tromper, ont été 
eutre elles comme les nombres n - i et i des voix de condamnation 
et d'acquittement. 
Il semblerait, d'après c$a, que la probabilité c, au lieu de se ré- 
duire sensiblement B l'unité, devrait différer très peu de la valeur de pi 
relative à u = y. Mais il faut remarquer que la probabilité pi ré- 
pondant an cas où la chance u n'a certainement qu'une seule valeur 
possible; pour faire rentrer ce cas dans celui auquel répond I'expres- 
sion de c f ,  il faudrait supposer que QU n'a de valeurs autres que zéro, 
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que dans une étendue infiniment petite de part et d'autre de la valeur 
possible de u, et qu'elle décroft très rapidement près de cette valeur ; 
or, I'analyse du numéro précédent suppose essentiellement, comme 
on l'a vu ,  que pu ne varie point ainsi de part ou d'autre de la valeur 
n - 2  
-- de u; par conséquent l'expression de r., déduite de cette ana- 
" 
lyse, n'est point applicable au cas auquel répond l'expression de p, du 
na i ig. On peut d'ailleurs observer que celle-ci est comprise dans la 
formule (1 3). En effet, si l'on représente, en général, par v la seule 
valeur possiblede u, et para un infiniment pelit positif; et si l'on prend 
pour pu une fonction qui soit nulle pour toutes les valeurs de u ,  
non comprises entre v q n ,  les limites des intégrales que contient 
la formule (13) se réduiront à v y n ;  dans leur étendue, les facteurs 
un-'(1 - u)' et U'(I - 16)'-' seront constants; en les faisant sortir hors 
0 + n des signes l, et supprimant ensuite I'intégrale f pudu qui se trou- 
. " - "  . 
vera facteur commun au numérateur et au dénominateur de la for- 
mule ( I  3), elle coïncidera avec la formule (7) appliquée à u = v. 
Si les deux fractions n+i et ne différaient pas sensiblemept i'uue 
de l'autre, et  que l'ori prît s =8, les valeurs précédentes de hi se r a p  
porteraient aux mêmes limites de la chance u; mais leur valeur com- 
mune différerait des précédentes, et serait indépendante de k et égale 
à +;[:a e-z'ds, parce que, dans ce cas particulier, les deux intk- 
grales contenues au numérateur de la formule (1 a)  sont sensiblen~en t 
égales, ainsi que celles qui se trouvent à son dénominateur. 
(130). Pour déterminer les valeurs approchées des intégrales que 
renferment les formules (14), il faudra exprimer celles de U, et V I  au 
moyen des formules (1 r). 
La de celles-ci ayant lieu quand y surpasse -L 
n+i-i'  et 
la seconde dans le cas contraire, il s'ensuit que Ia première subsistera 
depuis u=o jusqu'à u=a, et la seconde depuis u=a jusqu'à u= 1 ,  
en prenant n pour n t  r et faisant nea r . Daprès i'équation qut 
détermine la quantité û contenue dans ces formules (1 1), on aura 
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"(R- ~ ) " - ' ~ - 8 ~  . u - ( , z L  . - -  , 
n' 
i: est-à-dire %a même équation qu'on avait tout-à-l'heure entre u et x, 
et de laquelle on tirera 
( -  2S2(n -21)  
,.=.+e ,/i - -  3n. + etc. 
Mais 0 devant toujou~s être une quantité positive (nor 2 12, ses valeurs es- 
ronr O=m, Q = o ,  o=m, y m r u = o >  u = a ,  u =  i :lavariablezr 
croissaiit depuis u = O jusqu a u i a ,  la variable 6 décroîtra depuib 
B = m ,usqu'& 6=o; et u croissant de nouveau depuis u = u  lusqu'a 
z,= i, cette même ~ar iable  B croltra depuis 0=o jusqu'à k m .  
Cela posé, rrous aurons, d'après les fornlules ( r  1) , 
On obtiendra, eu séries convergentes, les valeurs de ces intégrales, 
iimples et doubles, relatives à O ,  en substituant sous les sjglles J la 
série précédente & la place de u ,  son coeificient différentiel au lieu de 
di! z, et diveloppant aussi pu eii série, ce qui suppose que cette fonc- 
tion iie varie pas très rapidetilent de part ou d'autre de la valeur par- 
ticulière a de u. Si l'on riéglige les termes de l'ordre de petitesse de 
:, oii fera simpleii~eiit 
-- 
Le radiai  di- sera susceptible du double signe &; on pendra 
ie signe supérieur dans les intégrales où  La variable 8 est croissarite, er 
!e signe inférieur dans celle où elle est décroissante; en changeant 
ensuite le sigtie dc ces dernières, et iiitervertissarit l'ordre de leurs 
iiriiites , 13ous aul.oiis 
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et en ajoutant ces deux formules, il en résultera 
Eu général, si l'on désigue par a et a, deux valeurs de u telles que  
l'on ait a < a et a, > a ,  et que l'on représente par b et b, les valeurs 
positives de 6 qui répondent à u = a et cLE=al, on aiara, au degré 
d'approxi~ilatioii où nous nous arrêtons, 
-- 
~ . p - i ~ = q a \ / i " [ ~ " ( / / ~ - ~ d ~ )  dh , 
-- [Ir U.qurl~~ =[:mudu -qa i /?~ ' '  ( [ B e - L ' i / i )  &. 
Par le procédé de l'intégration par partie, on a il aiileurc 
J1' ([Te-xxdx) do = b[i:e-z2dx + 1 2 2  - e-1' y 
lL,(re-1.d~) l= h,J>:-=3d.z +: - f P- b, 
et ,  par conséquent , 
[**u'.u.L= \/- ( b/J-b*e-~~dx + 1 -: e-*a 
-- 
7 2  > 
. r 
uzpudU =[:, qudu -ma fi- (b,[e-zie-..ib + . ?  - - - e-fi j 
Je metsactuellenient V, à la place de U, dans les forenules ( I  11, et ,'3' 
cliange,en conséquence, uen r-u(no I rS).Lapremière aura lieu qiianu 
- 
I -U surpassera ne-T, c'est-à-dire depuis u = ~  - ae jusqu9à u= 1. e i ~  
prenant I L  pour n + I , et fasant toqours a = -. La seconde suh 
sistera depuis u = o  jusqu'à u= I -a. En représeintaut pai 0' ce que 
devient 0 par le changement de u en I-u, et continuant de uegliget 
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les termes de l'ordre de petitesse d e i ,  nous aurons d'abord 
et ,  par conséquent, 
Vipudu = L r - u p u d u .  
Eusulie, si a' et a', sont deux valeurs de u telles que l'on ait a'< 1-cc 
et d l )  r -a, et si l'on désigne par b' et b', les valeurs positives de B' 
rirees de l'équation 
et qui répondent à u= a' et u =a',. on aura aussi 
jr31).  Les valeurs approchées des intégrales contenues dans les for- 
naules !r 4) étant ainsi déterminées, tious aurons 
saur la probabilité que l'accusé est coupable, apres qu'il a été condamne 
par noilihre de voir au moins égal à n- i ,  dans un jury d'un très 
.rand iiombe ii de jurés. Le rapport u ou n< étant alors pius grand 
q u e ,  si I.on suppose la fonction pu insensible ou nulle pour les va- 
2 
leiiiss de u inoindres que :, l'intégrale fo'-umudu le sera aussi, et SI 
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k n'est pas ilrie très petite fraction, la valeur de Z, sera seiisibienlent 
égale à l'unité. Dans le cas de q(r -u)=pu pour toutes les valeurs 
de u, on aura 
ce qui réduira la valeur de Z, i k ,  comme cela doit $ire. 
Si l'on prend a= r - a  et a', =a, les valeurs correspondarites L> 
et b', de 0 et 8' seront égales; en les désignant par c ct ayant égard 
à ce que u représente, c sera la quantité positive déterininée pal 
l'équation 
(n - l , ~  in-1 = - j)n-ie-c7 ~ 
on aura 
d'où il résultera 
pour In probabilité, dans la coiidamoatio~i doiit il s'agit, queia cbaiicc ,A 
de nc pas se tronljier, cornniune 5 tous les jurc's, a été conlprise 
i 
c1itr.e r -a  et a, c'est-i-dire entre - et FL. Celte probabilité 
' 2 X )  est trés faible à cause di1 facteur très petit \/ -: il s'ci>- 
wnd 
suit qu'il est au contraire très piobabie que 1s chanre ZL a été, oti 
plus grande qlae a ,  ou ~ l u î  ~ e t i i e  que r -a. 
Pour le vérifier, le prends a, = i et a,' = i , les valeurs cor, es- 
pndantes de 6 et 0' sont b, = et h,'= cc ; il en résulte 
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si, de cette dernière intégrale, on retranche la valeur précédente 
( ~ e ~ ~ 6 ~ i p d ~ ,  il vient 
et, au moyen des valeurs d e L ' ~ , p n d u  et L ' ~ , ~ u i i u ,  on aura 
pour la probabilité que la chance u était comprise entre u = a et 
u = i , ou supérieure à a. Je prends aussi a = O et a'= O ; on aura 
b = .m et b'= a; il en résultera 
de cette dernière intégrale, je retranche la valeur précédente de l'= i J ,~udu ,  ce qui donne 
2i(nlj 
~ o ' - * ~ L q u d u  = p. \/- (e-ex-- CS: . - x ~ h ) ;  
et valeurs deLi -*uCudu  et[ol-n~pudu, on conclut 
pour la probabilité que la chance u a été comprise entre u =  O et 
u = r -a, ou inférieure à r -a. La somme des deux dernières va- 
leurs de Y, est à très peu près égale à l'unité; ce qu'il s'agissait de 
Quand les valeurs de Qu, relatives à u < i ,  sont nulles ou 
insensibles, la dernière valeur de Y, est très petite, et la précédente 
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très peu différente de la certitude. Dans tous les cas, la somme des 
trois valeurs de Y, qu'on vient de calculer est, comine cela doit être, 
égale à un. 
( 1  32). Lors même que le nombre n des jurés est très grand, on est 
donc obligé, d'après ce qui précède, de faire une hypothèse sur ]a 
fonction QU,  OU sur la loi de probabilité des chances de ne pas se 
tromper, pour pouvoir conclure la probabilité qu'un condamné esi 
coupable, des nombres ?a-i et i des jurés qui ont voté ponr OU 
contre lui. A plus forte raison, cela est-il nécessaire, dan3 le cas ordi- 
naire, où le nombre n n'est pas très considérable. 
L'hypothèse que Laplacc a faite pour cet objet, consiste à supposer 
que la fonction Qu soit zEro pour toutes les valeurs de u moindres que 
1 i ,  et qu'elle ait une même valeur polir toutes celles de u qui sur- 
passent '; ce qui revient à dire que toute chance de ne pas se troni- 
per moindre que la chance de se tromper est regardée comme inipos- 
sible, et que les chances de ne pas se tromper plus grandes que celles 
de se tromper sont toutes également problables. Elle est permise; car 
on satisfait à la condition~o'pudu=i, de la manière qu'on a expliquée 
(no 123) : la moyenne des valeurs possibles de u, ou 
3 J,' u~pudu, serait alors coniprise entre :et -, et dépendrait de la valeur 
4 
de QU, pour u >:. 
1 Dans cette hypothèse, Gu étant zéro pour u < :, et une quantité 
constante pour u > t , les limites des intégrales que renferme la for- 
mule ( I  3) se réduiront à U =  O et u = '; on pourra faire sortir pu 
hors des signes f; et comme on a 
1 cette faripule deviendra 
en supprimant le facteur constant T E L ,  qui serait commun à son nu- 
mérateur et à son dénominateur. 
Laplace n'ayant point eu égard à la probabilité k de la culpabiiite 
avant le jugement, il faut, pour faire coïncidcr cette formule avec Ia 
sienile, supposer que cette culpabilité ne soit ni plus ni moins pro- 
bable que la non-culpabilité, et faire, en coilsé~uence , k= !, ce qui 
donne 
J 0 
Ori aurait donc aussi 
ou bien, en effectuant les intégrations, 
pour la probabilité que l'accusé n'est pas coupable, 1o:syu'iI a Ut4 
condamné à la majorité de IL-zi  voix dalis un jury de TL jui-és. 
Cette dernière forniule est, cn effet, celle de Laplace ('j. ka 
<~uantité comprise entre les pareiiihèses, se compose de i + r 
(') Preiiiier suppldlnertt i la  Théorie analytique desprobal>iliiEs, page 35. 
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iermes, et se réduit à l'unité dans le cas de i=o; d'où il résulte ' a"' 
pour la probabilité de l'erreur d'une coi~daiiiiiaiion prononcée à I'uiia- 
niinité. En nc prenant pas k = $ ,  e t  faisant i = o ,  on aurait 
quantité pliis ou plus giaucle que sel011 Tue k surpaisc 5 
ou est i~ioindre. 
Darrs le cas ordinaire de IL = 1 2 ,  si l'on fait successi\~emeiit 
7 = O .  = I ?  = S~ = 3 ,  =4,  = 5 s  la formule ( t5)  donne les frac- 
pour la probabilité de l'erreur des condamnations prol~oiicées p.ir !L.; 
i z  jurés, par r r colaire 1, par io contre 2 ,  par i~ contre 3 ,  par b 
contre 4 ,  par 7 contre 5. A la plus ~ e t i t e  m.?jorité, la prol~ahilité de 
l 'erie~ir serait presque égale i 2 ; de sorte que sur lin trbç gracd 
nombre d'accusés, condamnés k la majorité de sept voix coiiire cinq, 
i l  serait très pobable  que les deux sepkièmes ri'auraieiit pas dû 1'BLi.e t 
cesei,ait à peu un huitiénle à la  majorité de huit voix contre quatre. 
En appliqiiantff'1iypothèse de Laplace :1 la formule (1 2 ) ;  désignant 
p.sr 6 une quantité positive et qui  n'excède pas ; et faisant k = î 
l = i  2, L1-i ; 4 2 ,  on trouve 
pour la probabilité que la chance u de ne pas se tromper, qui n'a pds 
pii, suivant l'hypothèse, s'abaisser au-dessous de i, a été comprise 
I I  
entre - ? et - 2f 2 ,  dans une condamnation prononcée par n - i contré 
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L 1u1.éL Les intégrations s'effectiieiont salis difficulté. Dans le cas de 
i = O ,  OU de l'uilanimité, on aura 
J i  I.on prend, par exenipfe, 7 2 s  i z e t  d'=o,448, on trouve, i 
très Pmqprès h, = t ,  de sorte qu'il y a un à parier contre un que la 
<:li:tllce L1 a été c o n ~ ~ r i s e  entre 0,5, et 0,948. En faisant a-!, -4 et lie 
1 3  
pour la pobabilité que la chance u a été comprise entre- et x ,  ou 
plus rapprochée de que de I'unit6. Pour I L =  I 2 et i=5 ,  la valeur de 
cette quaiitité cst 0,915. . . .; en sorte qu'il y a un peu plus de dix à 
parier contre un,  que dans le cas de la plus petite majorité, cette 
chance LL a été a u - d e s ~ o ~ ~ s  de 3 4'
i 133). Puisque la formule (15) est déduite d'une a3tre dans laquelle 
la chance I L  de ne pas se tromper était la mêilie pour tous les lurés, 
,:ette quantité ne saurait ktre, quoique Laplace ait omis de le dire, la 
,linrice propre à chacun des n jurés qiii ont jugé l'accusé; elle doit 
représenter la chance moyenne relative à la liste généraale sur laquelle 
cec 7: ont été p i s  au hasard (II" 122). Sur cette liste, il y a sans 
cioute des personnes pour lesquelles la chance de ne pas se tromper, 
nu moins dans les affaires difficiles, est au-dessous de S ,  o u  moindre 
que la chance de se tromper. L'hypothèse de Laplace exigc donc que 
letir nombre soit assez peu considéral>le pour iic pas enipêcher la 
chance moyenne d'être toujours plus grande que :. L'illustre géo- 
inètre suppose, en outre , qu'au-dess~is de b ,  les valeurs de cette 
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ckiaiice, depuis LL= jusqu'à 26- 1, sont toutes également proLaliles. 
Iia seule raison qu'il donne de cette double ~uppositioii est que /'"PL- 
nion du juge a plus de terzdnnce U la vdriré yu'& l ' e n  eur. Mais, eli 
partant de ce principe, 011 en conciurait seulement que la fonctioil 
par laquelle i~oiis  avons expri~ilé la loi de prohal~ilité dcs valeiirs de Ia 
chance riioyeiine, doit être une plus grande qiiaiitite' polir les valeurs 
de rr qui sont au-dessus de que pourcclles qui  sont au-dessous; 
dition qui peut être reniplie d'une infiiiité de manières diKéïè'reiites, 
sans qu'ou soit obligé de supposer ~ L L = O  POLII. LI < ', e t  cette fonctiori 
pu constante pour LL > :. E'hypotlièse que rtous exailiiiiolis n'est cloiic 
pas suffisaniment niotiv6e ci prioi?; et, coniule on  \ a le voir, lcs COLI- 
séqucuccs qui s'en déduisent !a rendent tout-à-fait iuadmissihle. 
Err effet, la formrile (15), qui est une de ses conçéqucnces neces- 
saires, ne renferme rien qui  dépende de la capacité des personlies poi- 
tées sur la liste ~~~~~~~ale des jurés; quelqu'uir qui  saurait, par esertlpIe, 
que deux condaninations ont été prnuoi~cées à une mêilie uiajorité, et 
par des jurys d'un iiiêiae nonlbrc de jurés, mais pris sur deUr  Iistey 
différentes, aurait donc la iilê~iie raisoli de croire que ces deux jsge- 
ments sont erronés, qooiqii'if sîzt que les personnes parlées sui. l ' i~ r~e  
des listes ont  une capacité bieu supérieure i celle des personiles portéen 
sur l'autre; o r ,  c'est déjà ce qu'i! est impossible d'admettre. 
La &-action 4 élan1 plus petiie que f ,  qiiaiid I'accuré est condamri& 
à la majorité de IL- i voix COLI~I-e i; la quantité q cst ~ é i - o  o u  (f> 
inseiisil>le dans l'hypothèse que nous esamirioris, ce qui i>eild la 
de la culpabilité d u  condamné très cipprocbante de 
ruiiité, lorsque le nombre IL est très grand, et quel que soit l>excèr: 
de j z -  i sur i (no  129). Ainsi, par exemple, cl1 suppos;>tit le j L z v  
coinposé de 1000 jurés, et 1'at:cnsG condamné pal- 520 jures e; ac- 
quitté par 480, on devrait regarder conime i peu cerfaiLi li: 
fait d e  sa culpabilité, quoiqu'il soit nié par ces 480 jurés, 
lesquels oii suppose que la chance de lie pas se tromper a été 1, 
même que pou]. les 520 autres; conséquence qui suffirait pour fair< 
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rejeter I ' i ~ ~ ~ ~ o t l ~ è s c  d'ou elle est déduite; car personne, évideniment, 
ri'accorderait une graiide coufiance à un tel jugeiiient , et siirtout la 
même confiance qu'A celui qui serait prononcé à la presque uiiani- 
inité par les rooo jurés. Dans cetfe hypothèse, si la capacité dcs pcr- 
sonnes sur la liste générale des jurés oient à changer, si elle est 
plus grande dans un pays que dans uii autre, si elle est difiererite pour 
difiére1ites sortes d'affaires, la probabilité des chances de ne pas se irom- 
per augmente suivant le iii8me rapport, pour cellesqui se rapprochent le 
plus de l'unité ci pour celles qni diffèrent le moins de :; or, tel n'est pas 
ce a lieu réellemeilt : qiianii cettc capacité augnierite, par une cause 
quelconque, les chances de rie pas se tromper les plus voisiucs de la cer- 
&tu:le acquièreut noe prol>ahilité plus grande que celle qu'elles avaient 
aiipararatit; et le coutraire a lieu à l'égard de celles qui s'éloignent le 
?lus de l'uliité. En prenant pour 91s une fonction qui ~ n i s s e  remplir 
ceî collditions, et qui ne soit pas d'ailleurs al>soliinieut nulle 01: iaseu- 
$ihle riu.Jessous de u =A ; oii fera disparaîtrd les difficultés que nous ve- 
i~olis Jiiidiquer, mais cllcs sûiit iiisiiifisantes pour déterminer 1ü fonc- 
tioii cprr : une infinité de forniesdiffé~-eiites de cette fonction continue ou 
<tijcoiltinne, satisblit à ces coiiditioiis, et conduiraient à des valeurs 
très iiiégales de la probabilité c, , expiinlée par la formule ( 1  3), pour uu 
ilonlLre n de jurés, et une mêine différeiice eiitre Ics iionibres 
11 - i et i. 
hiilsi, $après la coniiaissaiice de ces noilibres clans rine condamna- 
!ion isol&, et soit que l'on suppose la probabilité antérieure k égale à ' 
oii coutc autre fraction, or1 iie peut pas, cornnie nous l'avons d6ji dit, 
<iéierliiirier In réelle de la bonté de ce jugemerit, qui dépend 
Je la &ancc dc ne pas se tronlper, propre à chaque juié et que nous ne 
oouvolls Pas Connaîtr~;  mais ou doit aussi regarder conime impossible 
je cc que serait cette probabilité, pour quelqu'un qui saurait 
beglemeot que les n jurés ont été pris au hasard sur la liste générale, et 
pour qiii la raison tle croire à la bonté du jugeiiient ne dépeticlrait plias qiie de la chaoce moyeune de ne pas se troniper, relative ii cette liste 
et conlniune aux n jurés (na 122, ; car, pour ce calcul, on serait obligé 
De faire, sur la hi de probabilité des valeurs de la chance moyenne de- 
Sun LA PRBBABII.ITÉ DES JUGEMENTS. 365 
puis zéro jusqu'à l'unité, une hypothèse particu!iére, qui  ne serait ni 
celle de Laplace, ni aucune autre que l'on pût suffisaiilinent motiver. Si 
donc,il n'avaitété rendu p ' u n  seul jugement par des jurés pris sur  cette 
liste,les Foi~mules précédenles ne seraient susceptibles d'aucune applica- 
tion utile; il en seraitencoi.e de même, s'il avait été rendu un iiomhre peu 
considérable de jugeiiients; niais nous savons, au contraire, que de très 
grands nombres de condaninations et d'acquittements, dans dcs pro- 
portions connues, ont  été prononcés par des jurys pris successivement 
au hasard sur une même lisle o r ,  c'cst siii. cette considération 
qu'est fondée, comine on va le voir, l'application des foriiiules (4), (5),  
( G ) ,  (7)p (8), (O), ( I O ) ,  qui ne contieiincnt que deux coiist:intes iiicori- 
nues k et u, e t  n'exigerorii, en coiiséqrience, que deux données de l'ob - 
servation. La déterriiination de ces données va d'aborc! iioiis occuper. 
(134). La liste générale des citoyens qai  peuvetit être jiirL:s contient 
un nombre quelconque de noms; chaqi~e juiy se compose cfe I L  jrirés: 
on a firé au sort sur 1a liste générale, les jurys d'une ou plusieurs ari- 
liées, qui ont jugé un fi-ès grand nombre ,u d'accusés; et l'on I-cprésente 
par a;, le nomhre de ces acçiisés que ces jurys ont condaninésà la inajo- 
rité d'au moins n-i contre i voix; ce qui suppose qiic isoit zero, ou un 
des ilombres nioindres que la moitié de TL. La chance d'une telle con- 
dainnation, avaiit queI'ac?psé fût jugé, a dû varier d'un jugement à un 
:iriire; mais, quelle que soit cette variation, la moyenne des valeurs 
iuc~nllues de cette chance qui ont eu lieu dans les p jugenlents pro- 
noilcés, a été tiès probableilietit et à très peu près egale au rapport 
a, - (n095) De plus, les valeurs de cette chailce moyenne et de ce rappo1.t 
varieront très peu avec le nombrc ,u supposé très grand; et, si ce nom- 
bre aiigiriente encore de plus en plus, elles coiivergerout indéfiniment 
ve1.s une constante spéciale, qu'elles atteindraient si p pourait devcnii, 
infini, sans que lcs caiises diverses d'une coiidamrioiio~i à la majorii<< 
dont il s'agit, viiisseiit i éprouvei. anciin cbangement.Cette quantitéspe- 
ciale, que je représenterai par Ri,  est la somme des chances que toutcs 
les causes possibles de celte condamnation, ou de l'événement que nous 
considérons, dorinent à son arrivée, multipliées par les probabilités res- 
pectivcs de ces mêmes causes (no 104). hl serait in~possible déil faire 1'4- 
iiumération. e t  de calculer ri priori leur influence; niais ces caiises ne 
47 
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iioussont pas nécessaires à conriaître : il nous suffit de supposer qu'elles 
ne vaiient ni dans leurs probai~ililés respectives, n i  dans les chances 
qu'elles donnent aux condaiiinations; et l'observation niêine iious fera 
connaître si cette supposition est conforme à la vérité. Dans ce cas, en 
désignant par a',, le nombre des condamtiations à la majorité d'au moiil< 
a -  i contre z voix, qui onL eu lieu pour un autre très gi.aaiid iwnhre  u1 
il'accusés, la différence z,' - 5 sera tres probablement unc très p t i t e  
fraction (no log) j et si, au contraire, elle n'est pas très petile, ou sers 
fondé à croire que, dans l'in:ervalle des deux séries de jugements, il est 
wrventi quelque changement notable dans les causes des condamna- 
tions. Le calcul ne peut, au reste, que nous avertir de l'exisience de ce 
cllangement, sans nous en faire connaître la nature. 
C e  que nous disons à l'égard cles coudaiiinations prononcées à la 
tnajorité d'au. moins n- i contre i voix, convieiit également i celles 
qui orit en lieu à cette majorité même de n- i contre i. Si l'on 
dbsigne pai- b, , le tionibre de celles-ci pour le nombre ,u d'accusés, 
il y aura aussi une constante spéciale que je représenterai par r,, dont 
6 le  rapport 2 s'approchera indéfi~iililent à mesure que p. augriienteia 
P 
encore de plus eii plus, et qu'il atteindrait si p. pouvait devenir ?f% infini, salis que !es causes des coiidamnations éprouvassent aucun 
changement ; et si hl, est ce iiornhre cIe condsmiiations pour le nombre 
6' 6 p' d'accusés, la différence + - 2 sera très probablement rine frac- 
, U 
tion très petite. On aura évidemriient 
a, = bi + bi-, -+ +...,..+ b o ,  
a,'= b; +- b,'-, +- b,'-, + ...... + bru, 
Ri = Ii -/- ri-, -I- fi-. f . a . . . . +  ro. 
Cela posé, prenons pour cc une quantité positive très petite par 
rapport à e t  v F ,  et faisons 
P =  I - -= c z ' d x .  farn v.. 
D'apriis les Lormules d u  no I 1 2 ,  cette quantité P sera la proba- 
hiliié coinmune à certaines limites (les deux inconnues Ri et r, , et 
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6 '  bi des différences $ - 3 et + - - savoir : 
P P P P Y  
pour la première inconnue, 
pour la seconde inconnue ; 
pour la première différence, et 
pour la deuxième. 
Toutes choses d'ailleurs égales, à rilesure que p et p' augnieii- 
teront, les aiuplitudes de ces limites décroîtront à peu près sui- 
varit la raison inverse des racines cârrées de ces grands nombres. 
parce que a, et 6, croîtront à peu près comme le nombre I L ,  et 
que a,' et b,' croîtront de rnbnie avec IL'. Elles auront aussi d'au- 
tant moins d'étendue que la quautité a sera plus petite; iiirtis leut 
probabilité P diiiiinuera eii même temps que a. 
(135). Toutes les doniiées numériques dont je vais faire usage 
sont tirées, coïrinie je l'ai dit dans le préambule de cet ouvrage, 
des Cor~~ptes généraux de l'Adnzinistration de la justice criminelle , 
publiés par le Gouvernemeiit. 
Depuis 1825 jusqu'i 1830 iriclusivciiient, les nombres des affaires 
soumises anniielle~lient aux jurys, dans la France entière, oiii été 
et les nombres des accusés, daris ces procès criminels, se sont 
élevés à 
6652, 6988,  6929, 7396, 7 3 7 3 ,  6962; 
ce qui fait chaque année : à peu pr6s sept accusés pour cinq affaires. 
47 .. 
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Les nombres des condamnés à la majorité d'au moins sept voix 
contre cinq, ont été, dans ces mêmes années , 
4037, 4348, 4236, 4551 , 4475, 4 130 ; 
d'où il résulte, pour les rapports de ces derniers nombres aux 
précédents, 
0,6068, 0,6222, o,6r13, 0,6153, 0,6069, 0,5932; 
où l'on voit déjà que ces rapports annuels ont très peu varié, dans 
cct intervalle de six années pendant lesquelles la législation crimi- 
nelle n'a pas changé. 
Je prends pour p la somme des nombres des accusés pendant ces six 
années, et pour ai celle desnombres~orres~ondants des condamnés. On 
au moyen <le quoi les liniites (a) deviendront 
0,6094 -4 (0,00335); 
et si l'on fait a = 2,  par exemple, on aura aussi s 
p = 0,9953 
pour la probabilité, très approcliante de la certitude, qiie l'inconnue 
R, et la fraction 0,61394 ne diffèrent pas de 0,0067, l'une dc l'autre. 
Si l'ou partage les six aunées que nous considérons en deux pé- 
riodes égales, dont l'une comprenne les trois premières années et 
l'autre les trois dernières, on aura ponr les nombres des accusés, 
e t ,  en même temps, pour ceux des condamnés, 
as= 12621, a f 6 i i 3 i 5 6 ;  
d'oii il résulte 
Or, les limites (cj de cette différence seront 
(0,00671); 
SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 573 
eu prenant a = 1,2, elles deviendront q= 0,00805 ; et i'on aura 
P=o,gro3, 1-P= ~70897. 
If y aurait donc à trèsqeu près dix à parier contre un qne la différence 
des deux rapports et 2 tomberait entre les limites F 0,00805; et 
quoique, abstractio'n faiie du signe, la différence observée* 0,0082 s'en 
hcarte un peu, l'écart et la prohabilité P qu'il ne devrait pas avoir lieu, 
ne sont point assez considérables pour qu'on soit Bien fondé a croire 
qu'il y ait eu quelque changement notable dans les causes. 
Pendant l'année 1831, le nombre des individiis jugés par les jurys 
s'est élevé à 7606, etcelui des condamnés à 4098. La loi exigeait alors 
la majorité d'au moins hnit voix contre quatre pour la condamiiation; 
à cette majorité, on avait done 
p = 7606, a4 = 4 9 8 ,  3 = 0,5388. 
Excepté la majorité exigée, si les autres eanses qui influent sur lek 
jugements des ju17ys ont été les mêmes dans cette année que dans les 
6 précédentes, on aura la valeur du rapport 2 en retranchant de la va- 
beur de - celle de 2, c'est-à-dire en retranchant 0,5388 de la fractioir 
0,6094, trouvée pliis haut; ce qui donne 
Pour vérifier ce résultat, j'observe que depuis 18a5 jusqu'a 1830, la 
loi prescrivait I'intervention des juges composant la cour d'assises, 
toutes les fois que la décision du jury était rendue à la plus petite 
majorité de sept voix contre cinq; or,  on trouve, dans les Comptes 
généraw, que pendant les cinq dernières de ces six années, cette in- 
tervention a eu lieu des nombres de fois à peu près égaux, savoir : 
398, 373,  373, 395, 372, 
ou, au total dans 191 1 affaires; mais ofi ne fait pas conriaitre le 
nombre des accusés auxquels ces affaires se rapportent. C'est donc au 
nombre des affaires jugées pendant les m h e s  années, et non pas 
celui des individus mis en jugement, qu'il faut comparer ce nombre 
donné 191 I : dans cet intervalle de cinq années, le nombre total des 
affaires criminelles s'est élevé à 26883; on adonc eu à lo fois 
d'où il résulte 
65 
-- 
-0,071 L ;  
P 
ce qui di@re très peu dn résultat précédent. Cet accord entre les deux 
valeurs de 5, montre que dans l'année 783 1,  les probabilitésu et k dont 
rapp0i.t dépend, sont restées à très peu près les mêmes que dans les 
précédentes. Toutefois, on doit remarquer que le calc~il de la 
dernière valeur est fondé sur l'hypothèse que le nombre des condaninés 
a la nialorité de sept voix contre cinq, est an nombre total des accusés, 
cornnie le iiornbre des affaires oùcette majorité a eu lieu, est au nombre 
toial des affaires ; que l'on ne peut pas justifier c i  priori, 
kute  de données qui ne se trouvent pas dans les Comptes gé~zéraluc. 
Dans les années 1832 et 1833, les nombres des accusés, défalcation 
faite des affaires politiqnes, Qnt été 7555 et 6964. La différence consi- 
dérable qu'ils pésentent provient d'une nouvelle disposition législa- 
tive, d'après laquelle, en 1833, plusieurs genres d'affaires ont été 
e~ilevés aux cours d'assises et renvoyés à la police correctionnelle. Les 
iiiombres des coiidainnés, ?I la majorité d'au moins huit voix contre 
quatre comme en 1831, se sont élevés à 4448 et 4105; d'où il ré- 
sulte pour ces deux années, 
Ces rapports diffèrent, comme on voit, très peu l'un Je l'autre; mais 
a( leur moyenne 0,5888 surpasse la valeur 0,558.8 de -,qui r avait lieu en 
1831, de o,o5, ou d'environ un dixième de cette valeur; ce qui se- 
rait hors de toute vraisemblance, d'après tes limites (c) et leur ~ r o b a -  
bilité P, s'il n'était survenu aucun changement dans les causes qui 
peuvent iuflner sur les votes des jurés. Ida législation criminelle a 
suhi, efi effet, un tel changement, w i  conskte dans la question des 
eiconstrznces atténuantes, posée aux jurys depuis 1832 ; question qui 
SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 375 
entraine, dans le cas de lfaffimaative, une diminution dc pénalité; ce 
qui a rendu les condamnations plus faciles et plus nombreuses. 
(136). Les différents rapports que nous venons de calculer pour 
la France enkière , ne sont pas les mêmes pour toutes Ics parties du 
royaume; mais si l'ou excepte le département de la Seine et qiielqnes 
. . 
' antres départements, les nombres des ariires criminelles qui ont été 
jugées en quelques années ue sont pas assez considérables pour q t ~ d l ' o ~ i  
en puissc déduire, avec une probabilité sufisante et pour chaque res- 
sort de c ~ u r s  d'assises, la quantité conttante vers laquelle doit cori- 
verger le rapport du nombre des condaninés à celui des accusés. Voici 
les résultats relatifs à la cour d'assises de Paris. 
De 1835 B 1830, les nombres d'individus qu'elle a juge's annuelle- 
ment ont été 
et ceux des condamliés 
ce qui donne pour les rapports des uns aux autres 
En prenant pour p la somme des six premiers nombres, et pour 
celle des six nombres suivants, on aura 
D'après les nombres 42300 et 25779 d'accusés et de condamnés, relatifs 
d la France eiitière, pendant les mêmes années, nous avons trouvé 
que ce rapport doit différer très peu de 0,6094; fraction moindre que 
la précédente, de 0,0416, OU d'environ un qninzién~e de sa valeur; or 
les limites (c) et leur probabilité P rendraient nn tel écart tout-à-fait 
invraisemblable, s'iln'y avait pas, pourle département de la Seioe, une 
cause particulière qui rend11 les condamnations plus faciles que dans Je 
reste de la France, Quelle est cette canse? C'est ce que le calcul ne SU- 
rait nous apprendre. Toutefois, nous ferons remarquer que dans ce 
département, dont la population est à peine un trente-sixième de celle 
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du royaume, le nombre des accusés surpassé un neuvième de celui qui 
a lieu, pour un même intervalle de temps, dans la France entière; en 
sorte qu'il est proportionnellement quatre foisaussigrand; circonstance 
qui rend la répression des crimes plus nécessaire, et qui,  peut-étre 
pour cette raibon, est cause d'une plus grande sévérité desJurés. 
Au moyen de ces valeurs d e p  et as, les limites (a) deviennent 
et si l'on prend a = 2,  on aura 
c'est-àdire plus de 200 à parier contre un, que l'inconnue R5 ne differe 
de 0,6509, que de 0~0193, en plus ou en moins. 
Le dernier 0,6020 des six rapports cités plus haut dtant notablement 
moindre que la moyenne des cinq autres, il y a lieu d'examiner si 
cette différence indique suffisamment l'existence de quelque cause par- 
ticulière qui aurait rendu les jurés moins sévères en 1830 que dans les 
années précédentes. Or, en prenant pour et a5 les sommes des nom- 
bres d'accusés et de condamnés dans le département de la Seine, de- 
puis 1825 jusqu'à 1829, et pour p1 et a', les nombres relatifs à l'an- 
née 1830, on a 
d'où il résulte 
lies limites (c)  deviennent aussi 
T a(o,o2657); 
en sorte qu'en faisant a =a, il y aurait plus de zoo i~ parier coiitre ua  
a's . 
que la différence des rapports 5 et -? n aurait pas dd excéder 0,053 14 : P f' 
elle asUrpassé cette fraction, d'à peu près un IO* de savaleur; on petit donc 
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croire qu'il y a eu à cette époque quelque anomalie réelle dans les 
votes des jurés; et la cause de cette aiiomalie, qui les a rendus un peu 
moins sévères, a pu être la Révolution de 1830. Cette cause, quelle 
qu'elle soit, paraît avoir agi sur les jurés de la France entière; car, 
en 1830, le rapport du nombre des condamnés à celui des accusés daris 
tout le royaume, s'est abaissé à prés de 0,59, tandis que sa valerir 
moyenne avait été o,61 pour les cinq années précédentes. 
Depuis 1826 jusqu'à 1830 inclusivetiient, le nombre des affaiie.; 
criniinelles s'est élevé, dans le département de la Seine, 2963; et 
dans ce nombre il y a eu 194 affaires où la condaiiination par le jury 
a été prononcée à la majoritd de sept voix contre cinq, et où la cour 
a dû intervenir. En prenant le rapport de 194 à 2963 pour la valeur 
I> d e s ,  on aura donc 
quantité un peu moindre que la valeur du même rapport pour la 
France entière. 
(1 37). Si nous considérions séparémeiit, comme dans les Comptes 
généraux, toutes les espèces de crimes dont les cours d'assises ont eu 
à s'occuper, les nombres d'accusés et de condamnés pour cllaque es- 
pèce en particuliei., ne seraient pas assez gratids pour donner lieu à des 
rapportsconstants, et servir de base à nos calculs. Rlaisdausces Comptes, 
on a aussi groupé toutes les affaires criminelles en deux classcs, dont 
l'une renferme les crimes contre les personnes, et l'autre les crimes 
contre les pmprie'tés; et ces deux grandes divisions ont préscnté an- 
nuellement des rapports tres différents l'un de l'autre, mais à peu 
~ r è s  invariables pour chacune d'elles. Ce sont ces rapports que nous 
allons citer. 
Pendant les six années comprises depuis 1825 jusqu'à 1850, les 
nombres des accusés de crimes contre les personnes, ont été, polir la 
Fiance entière, 
18979 19079 1911, 1844, 1791, 1666, 
et contre les propriétés 
48 
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4755, 5081, 5018, 556a, 5582, 5 q 6 ;  
les nombres coirespoudanis des coiidamnés, sous l'empire d'une même 
législation criminelle, se sont élevés à 
pour les crimes de la première espèce, et a . 
3135, 3381, 3288, 3680, 3641, 3364, 
pour ceux de la seconde. De li, oii déduit 
0,4649, . 0,5071, 0,4961 , 0,4723 0,4657, 0,4598, 
pour les rapports des nombres de condamnés à ceux des accusés de 
crimes contre les personnes, et 
0,6635, 0,6654, 0,6552, 0,6628, 0,6523, 0,6352, 
pour les rapports des iiombres de condamnés à ceux des accusés de 
crimes contre les propriétés; ou l'on voit que les uns et les autres 
n'ont pas beaucoup varié d'une année à nile autre, mais que les der- 
niers excèdent notablement les premiers. 
En prenant pour ,u et a, les sommes des nombres d'accusés et 
de condamués dans le cas des crimes contre les personiies, et pour 
,ut et a'& leurs sonimes dans le cas des crimes contre les propriétés, 
nous aurons 
d'ou il résulte ces deux rapports : 
dont le second surpasse le premier d'un peu plus du tiers de ce- 
lui-ci. Au moyen de ces nombres, on trouve 
t , pour les limites (a) de l'inconnue R5, relative aux crinies contre 
les personnes, et 
0,6556 7 a (o,ou380), 
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pour ces limites relatives aux autres crimes. En faisant a = a ,  il y 
aura une probabilité très approchantede la certitude, que cette incon- 
nue R5 ne differe pas de la fraction 0,4782, de plus de 0,0135, dans 
le premier cas, et de la fraction 0,6556, de plus de 0,0076, d: ns 
le second. 
Eii 1831, où les coiidamnaiions ont été prononcées à la majo- 
rité d'au moins huit voix contre quatre, si I'on prend pour p et 
pour ai les nombres d'accusés et de condamnés, relatifs aux crimes 
contre les personnes, et pour p' et a; ces nombres relatik a u ï  
crirncs contre les propriétés, on a 
d'où I'on tire 
3 = 0,363:, - n> = 0,6034; 
et en retranchant ces rapports des précédents, il vient 
pour les rapportsdu nombre des condamnés à 1ii plus petite mc?joriié de 
sept voix contre cinq au nombre des accusAs, dans les deux sortes de 
6 
crimes. Il est remarquable que le rapport 2, relatif aux crimes con- 
b' tre les personnes, soit à peu près double du rapport 5 relatif aux 4 ' 
criines contre les propriétés, tandis qu'au contraire c'est le rap- 
port 7 relatif à ces derniers crimes, qui surpasse d'environ un tiers 
le rapport- relatif aux premiers. Ainsi, non seulement les coudam- 
nations prononcées par les jurys ont été proportionnellement plus 
nombreuses dans le cas des crirncs contre les propriétés, mais elles 
ont aussi été prononcées à de plus gratides majorités. 
Les rapports que nous considérons ne sont pas non plus tout-à- 
fait les mêmes pour les deux sexes. Chaque année, le nombre des 
femmes traduites aux cours d'assises est, à très peu près constam- 
ment, les dix-huit centièmes du nombre total des accusés des tleux 
48.. 
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sexes. Dans les cinq années écoulées depuis 1826 jusqu'a 1830 inclu- 
sivement, si l'on appelle p et P' les nombres de femmes accusées de 
crimes contre les personnes et de crimes contre les propriétés, et 
que l'on désigne dans ces nombres, par as et al5 ceux des femmes 
conclamiiées , on aura 
p = 1305, p' = 5465, as = 586, a; = 3312; 
d'où l'on déduit 
05 - 0's - 
-  0,4490 9 -  0,606 r ; 
a' 
pt  en comparant ces rapports aux valeurs précédentes de 5 et on 
P P ' ,  
voit qu'ils sont moindres, mais seulement d 'B peu ~ r è s  un 16' ou 
u n  ia' de ces valeurs. 
Relativenierit aux années 1832 et 1833, ,pendant lesquelles les 
coiidaiunatioi~s ont été prononcées à la majorité d'au moins huit 
voix contre quatre et avec la questioii des circonstances atténuantes, 
oii a eu,  pour les accusés et les coridamnés (12s deux sexes, 
p = 4108, p' = 10421,  n4 = 188g, a', = 6664, 
et ,  par conséquent, 
0' = 0,4593, - a'4 = 0,6595 ; 
P' 
les lettreç accentu6es répondant, comme plus haut, aux crinles coiilre 
les I > r ~ p r i é t é ~ ,  et les lettres non acceiitu~es aux crimes contre les 
personnes. Eii faisant X =  2 dans l'expression des linlites (a), or1 
trouve qu'il y a une probabilité trés approchante de la certitude que 
l'iiicoiinue R5 ne s'écarte pas de la fraction 0,4598, de plus de 0,022, 
ou de la fraction 0,6395, de plus de 0,0133, selon qu'il s'agit des 
crinies de la seconde ou <le Ir première espèce. On peut remanluer 
a' 
que les valeurs de 2 et 3 ont conservé entre elles, à très peu 
P P' 
prks, le rapport qui existait entre celles de et 2 qu'ona trouvées 
plus haut. En comparant ces quantités 3 et 3, A leurs analogues 
en 1831 , on petit aussi observer que l'influence de la question des 
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circonstances atténuai~tes 3 augmenté le rapport $' relatif aux 
crinies contre les propriétés, seulement d'un 15', et le rapport ri 
relatif aux crimes contre les personnes, de près d'un tiers de sa 
valeur. 
(138). Maintenant, d'apfès ce qu'on a vu daiis le 11" 122, la chance, 
pour un accusé, d'être condamné par un jury pris au hasard sui. 1;i 
liste générale d'nn département ou du ressort cl'urie cour d'assises, est 
la mênre qiie si la chance de ne pas se tromper était c'gale pour tous le5 
membres de ce jury ; à la majorité d'au moins n - i  contre i vois, la 
chance de la condamnation est donc exprimée par la preniière for- 
~iiule (6) ,  et ti la majorité de n- i voix contre i, par la formule (4); 
par conséquent, pour chaque département et pour chaque genre d'af- 
faires criminelles, les quantités cl et y,, exprimées par ces formoles, 
b .  
sorit celles clont les rapports 5 et 2 approchent indéfiniment B ine- 
U u , , 
sure que le nonihre u ,  supposé très grand, augmente encoive davan- 
tage; ou,  autrement dit, les quantités cl et 7, coïncident avec les 
inconniies R, et r, du no 134, lorsque l'on considère des affaires d'il11 
même genre, dans un niéme département, et niên~e pour chaque sexe 
des accus& séparément. Nous rangerons en deux classes distinctes 
tous les genres (l'araires criminelles : h n e  de ces classes comprenant, 
comme liant, les crinles contre les personnes, et l'autre les crinies 
contre les propriétés. Mais. pour ne pas trop compliquer les calculs, 
nous n'aurons point égard au sexe des accusés, dont l'influence sur 
la des condamnations peut être négligée, si l'ori considère 
que, daiis le nombre total des préveniis, le nombre des fen-imes i17est 
pas un cinquiènic de celui des hommes. Les lettres +, a,, b, ,  c, ,  ), , 
iépoudant aux affaires de la première espèce, et les rirémes lettres 
accentuées débignant les quantités analogues relativement aux affaires 
de la seconde espèce, nous aurotifi, pour chaque departetnent en par- 
ticulier, 
5- b,  a' - V p  
 C , ,  t" = I I >  , -cl,, 7 =)' 
l' P " (16) 
avec d'autant pins d'approximatiori et de probabilité qiie les 
p et p' seront plus considérables. 
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Si les rapports qui forment les ~remieis  membres de ces équations 
étaient donnés pour les diflërents départements, ces quatre équatioiis 
sutriraient pour déterminer les inconnues k et u contenues dans cc et y,, 
et leurs analogues dans c', et ?', que je désignerai par k' et u'; mais la 
nc'cessité de très grands nombres p et ,u' l-el~cl impossible, quant à pré- 
sent, l'application des éqilations (16) a chaque département isolément, 
et pour s'en servir, on sera obligé de supposer que les inconnues u, u', 
k ,  k ' ,  ne varient pas beaucoup, en général, d'un département A un 
autre; ce qui permettra d'employer dans leurs premiers membres, les 
rapports ivelatifs à la France entière. Les quantités u et u' que I'on dé- 
terminera de cette manière seront elractement Ics chances de ne pa, 
se tromper qui auraient lieu si Ics listes de jurés de tous les départe- 
ments étaient réunies eu une seule, et que chaque juré fût pris au 
hasard sur cette liste totale. Dans cette hypothèse, les quantités k et k',  
en ce qu'elles dépendent de l'habileté des magistrats qui dirigent I'ins- 
truction préliminaire, poui~aieul encore n'être pas les mêmes dans les 
différents départements; mais les équations (16) étant linéaires par 
rapport à ces incouiiues, leurs valeurs que I'on obtiendra, semient alors 
ics moyennes de cetles qui ont iéel~ement lieu pour tous les départe- 
melits. Au reste, on doit observer que si 1'011 est obligé de se conten- 
ter de ces valeurs génér«lcs de u, u', k, kt, c'est seulemeut faute de 
données complètes de i'observation, et non pas par qnelqiie irnDer- 
- - .  
fection de la thtiorie que nous exposons. 
Lesexpressions de c, ei 7, ne changerit pas loi.squ'on y met r- -  ket 1-u 
b au lieu de k et u (no' I I 7 et 118); pour des valeurs données de 5 et 2 ,  
f' P 
s'il y a un couple de valeurs de k et u plus grandes que :, qui satis- 
hsseiit aux deux pfeniières équations (16) ,  il y aura donc aussi un 
couple de valeurs de k et de u plus petites que :qui satisferont égale- 
meut a ces équations. Or, on doit supposer que la probabilité 
moyenne de la culpabilité des accusc's avant le jugemeiit, surpasse 
celle de leur innocence, et que, chez les jure's, la chance moyenne 
de ne pas se tromper est plus grande que celle de l'erreur; ce sont 
donc les valeurs de k et u plus grandes que :qu'il faudra employer; 
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et l'on devra rejeter les autres coilime étrangères à la question. La 
m&me remarque convient aux deux dernières équations (16), et aux 
valeurs de k' et ,ur qui s'en déduiront. TouteCois, si I'on appliquait ces 
équations aux jugeiiients en matière politique, rendus en grand nornbrc 
dans les temps malheureux de la Révolution, on pourrait employer, 
ainsi y ' o n  l'a expliqué clans le prEambule de cet ouvrage, leurs ra- 
cines moindres que i; car alors l'innocence légale des accusés avant 
I le jugemeiit pouvatt être plus probable que leur culpabilité; et pour les jurés, la probabilité qu'ils se tromperaient volontairement pouvait surpasser leur chance de ne pas se tromper. ( 1 3 ~ ) .  Je fais 72 = 12 et i = 5 ,  dans les formules (4) et (6);  les coeficients qu'elles contiennent auront pour valeurs No=* ,  N,=ra ,  N,=66, N,=zzo, N4=4g5, N5=7gz. 
J e  fais aussi 
;=c, -=792.)., I 
r + t 9  l - " = ;  1 3 - 1  
la seconde équation (IG) devient 
I (I= + 1 )t3 ( ~ k - 1 )  (ts-1)t5. Y = . m  + a(l+l)" > 0 7 >  et,  cn observant qu'on a Us= I -ga(i.u6 (1 -u)b-V5, I la première équation (16) pourra s'écrire sous cette forme : .=k Cl -&]-E$[I+ I z.t+666t1+a20.tS+$95.t5+79~5 1 . (,a) 
Ces équations (1 7) et (18) répondent aux crimes contre les personnes; 
qui se rapportent aux crimes contre les propriétés s'en dédui- 
ront en y changeant les quantités c , 7 ,  k, t , dans leiirs anologues , 
que je représenterai par c', y', k', t'. 
L'inconnue t est susceptible de toutes les valeurs, depuis t=o  qui 
répond à u = O ,  jusqu'à t = a qui répond à u = I ; mais ses valeurs 
plus grandes que l'unité étant celles qiii se rapportent aux valeurs de u 
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supérieures à t, ce sont les seules qu'il faudra considérer. De 
l'inconnue k devant être coiilprise entre et l'unité, il suit de l'kqua- 
tion (r7) que la valeur de t devra être telle que l'on ait 
ce qui servira à en déterminer des limites. On remaiqueva, it cet effet, 
que la première de ces deux fonctions de t, décroît continuellement 
depuis t = O jusqu'à t = a,, et que la seconde augmente d'abord de- 
puis t= i jusqu'f t = $, pour décroître ensuite jusqu'i t= ao . 
En éliminant k eutre les équations (17) et (18) on parviendrait à 
une équation du 24. degré par rapport f t ,  du genre des équations 
réciproques, et réductible, parconséquent, àune équation du i a'degré; 
iiiais il sera beaucoup plus facile de calculer directement par des essais 
successifs, les valeiirs simultanées de k et u qui satisfont au système 
des équatims (17) et (18). 
(140). Relativement aux six aniiées comprises depuis 1835 jusqu'à 
1830, oii a 
0 1151 
c=0,4~82, y = L- = 0,000145~. 79% 
(' -!-'')' surpasserait cettevaleur de 7; pour t=3, Pour t=2,la quantité m; 
ce serait cette valeur qui surpasserait l'autre la valeur 
de t doit donc être plus grande que deux et plus petite que trois; li- 
mites entre lesquelles il est facile de s'assurer que cette inconnue n'a 
qu'une seule valeur possible. Après quelques essais, jai  pris 2,1 l a  
paur cette valeur; l'équation (I?)  donne alors 0,5354 pour celle de k; 
et eu substituant ces valeurs dans le second inetlibre de l'équation (18), 
on le trouve égal à o,d785, ce qui ne diEère du premier membre quç 
(le o,oooi ; ou a donc, avec une très grande approximation, 
Pour les mémes années, OU a 
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Je substitue ces valeurs à la place de c et 7 dans les équations (17) 
et (18), et j'y mets aussi t' et k' au lieu de t et k; en les résolvant 
ensuite, comme dans le cas précédent, je trouve, au même degré 
d'approximation, 
K = 0,6744, t'= 3,4865. 
* 
De ces valeurs de t et t', on déduit 
pour les chances qu'un juré quelconque ne se tromperait pas, qui 
ont eu lieu dans les années que nous considérons ; la première répon- 
dant au cas des crimes contre les personnes, et la seconde a celui des 
crimes contre les propriétés. 
Avant qu'un jugement fût pronoiicé, une personne qui n'aurait 
connu ni les jurés dolit le jury serait composé, ni même le lieu où 
l'affaire serait jugée, aurait pu parier, a cette époque, un peu plus 
de deux contre un, que chaque juré ne se tromperait pas dans son 
vote, s'il s'agissait d'un crime de la première espèce, et prés de sept 
conire deux, dans le cas du second genre de crimes. On emploie ici 
l'expression vulgaire parier tant contre tant, afin de rendre plus sen- 
sible la signification qu'on doit attacher aux valeurs de u et u', et 
quoique le pari qu'on suppose so$ illusoire, puisqu'on ne saurait ja- 
mais qui aurait gagné. Cette personne aurait pu aussi parier, d'après 
les valeurs précédentes de k et k', un peu inoins de sept contre six 
pour la culpabilité de l'accusé dans le cas de la première sorte de 
crimes, et un peu plus de deux contre un, dans le cas de la seconde. 
Nous verrons plus loin ce que devient la probabilité que l'accusé est 
coupahle, après que le jugement est prononcé. 
Si nous considérons les nombres des accusés et  des condamnes, 
sans distinction des genres de crimes contre les personnes et contre 
les ~ropriétés , il faudra prendre, toujoiirs pour k s  mêmes années 
et pour la France entière, 
En résolvat les équations (17)  et (18),  on trouve alors 
Si l'on considérait le département de la Seine isoZment, les va- 
leurs de c et y qu'on devrait employer seraient (no r36) 
c = 0,6509, = O = o,oooo8267, 
7g2 
et l'on trouverait 
k = 0,678, t = 3,168, u = 0,7778. 
A l'époque que nous considérons, et ahstracibn faite de l'espèce 
de crimes, lies probabilités k et u étaient donc un peu plus grandes 
dans le resriort de la cour d'assises de Paris que dans le reste du 
royaume : dans le département de la Seine, elles siirpassaient un 
2 3 
peu et z, tandis que dans la France entière elles étaieut un peu 
inférieures à ces fractions. Toutefois, les différences entre les deux 
valeurs de k et entre a l les  de u ,  n'étant pas considthables, c'est une 
raison de penser qu'il eu est de même d'une partie qaelconque de la 
France à une autre; ce qui justifie, auteet qu'il ast possible, I'hy- 
pothèse de Légalité de chacune de ces deux quaintités dans tout le 
royaame, que nous avons faite, afin de pouvoir ealcuhr maintenant 
leurs valeurs approchées, au moyen de nombres str&barnment grands 
d'observations. 
Ainsi que nous l'avons dit plus haut, les valeurs de k et u ou 
de k' et ut, sont restées les mêmes en 1831 ; mais &es ont dû 
changer dans les années suivantes avec les rappartg dent elles se 
déduisent ; et comme n w s  connais,b~ns seulement poiu~ z83.a %t I 833, 
ai a'4 les rapports ou >, cette ddoarnée ne snffit pas pour déterminer 
les deux inconnues IL et k , ou u' et K. Observons d'ailleurs que ces 
ont peut-être changé une seconde fois, et ne sont plus 
les mêmes, depuis la dernière loi , qui, eu maintenant la question 
des circonstances atténuantes, a prescrit le secret du vote des du- 
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rés, ce Iqni a pu influer sur leur chance de nu pas se tromper. 
Nous ne pouvons donc pas connaltre les valeurs de u et  k ,  u et  kt, 
qui ont eu lieu depuis 1831. Mais cette loi, en fixant à sept voix 
contre cinq, la majorité suffisante pour la condamnation, exige que 
les jurés fassent conriaftre si leur décision a été rendne à la majorité 
niirtirnn. Si donc on donne dorénavant, dans les Comptes générnur, 
les irombres des condamnés, et non pas seulenlent celui des afi'aiws 
pour lesquelles cette plus petile majorité aura eu lieu; de plus, 
si l'on fait connaître ces mêmes nambres , pour les accusés des 
deux sexes séparément, et  pour les deux classes de crimes que l'on 
a distinguées, il sera possible, dans quelques années, de détermi- 
ner avec une grande précision les deux .éléments k et u ,  p w r  les 
différentes parties du royaume, pour les hommes et pour les femmes, 
pour les crimes contre les personnes et pour les crimes contre les 
propriétés. 
(141). Au nioyen de chaque couple de valeurs de u et k, les for- 
mules (4, (5), (61, feront connaître les probabilités correspon- 
dantes qu'une condamnation ou un acquittement a eu lieu à une 
majorité dorinée, ou à une maJorité au moins égale à celle-là. 
Eu faisant n = 1 2  et i = o ,  on aura 
7, = ka" + ( I  - k) (1 - uf", d'. = (1 - k)u"+ k ( 1  - u)Ia, 
pour les probabilités qu'un accusé condamné ou acquitté, i'a été à 
l'unanimité, e t ,  par conséquent, 
pour la d'un jugement unanime, soit qu'il condamne, soit 
qu'il absolve. On aura aussi 
quantité positive à cause de k > )et  u > r- a, en sorte que Plinani- 
mité est moins probable dans le cas de l'acquittement que dans 
celui de la condamnation. On voiZ que =.diverses prohabilités sont 
très faibles, dès que la chance u de ne pas se t m p e r  diaére sensi- 
blement de zéro et de l'unité. Si Ibn prend, par exemple, les valeurs 
49.. 
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de u et k qui se rapportent à la France entière, sans distinction de 
l'espèce de crimes, c'est-à-dire si l'on fait k = 0,6391 et u = 0,7494, 
il en résultera . 
ce qui suGt pour montrer comhien doit être rare une décision una- 
nime de douze jurés. Si l'on exigeait que le verdict du j n r j  fût pro- 
noncé à l'unanimité, soit qu'il condamne, soit qu'il absolve, il y 
aurait, d'après cette valeur de 7,+6., près de trente-deux à parier 
contre un qu'aucun jugement ne serait rendu; et cela arriverait 32 
fois sur 33 environ, si les jurés ne communiquaieitt pas entre eux, 
et ne convenaient pas, pour en finir, de s'arrêter à une simple majorité. 
En appelant M la probabilité que dans un nombre p de jugements, 
il n'y eu a eu ou il n'y en aura aucun qui soit unauimc, on aura 
et si l'on veut que M soit :, il faudra qu'on ait 
-log 2 
w = 21'731 
en employant toujours la valeur précédente de p,+d',. Par consé- 
quent, ce ne serait que dans 32 affaires qu'on pourrait parier un peu 
plus de un contre un, q u ' u ~ ~  jugement au moins serait rendu à I'una- 
nimité. 11 y aurait du désavantage à faire ce pari pour un nombre 
d'affaires moindre d'une uuité. 
(142). Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de rappeler ce qui 
été dit s u  commenceme~it de cet ouvrage, sur le sens que nous at- 
tachons au mot coupable dans les jugements des jurys, et d'en dédnire 
quelques conséquences importantes. 
Lorsqu'un juré prononce qu'un accusé est coupable, il affirme qu'a 
ses yeux, il y a preuve suffisante pour que l'accusé soit condamné; 
s'il prononce que i'accusé n'est pas coupable, il entend par-là que 
la probabilité de la culpabilité n'est pas assez glande pour la con- 
damnation; mais sou vote négatit ne signifie pas qu'il croît l'accusé 
innocent j et, sans doute, il arrive plus souveiit qu'il le croit $utbt 
SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 389 
coupable. II aura jugé que la probabilité que l'accusé soit coupable, 
pouvait surpasser :, mais qu'elle était cependant inférieure à celle que 
sa conscience et la sécurité publique exigeaient polir que I'accusé fût 
coudamné. t e  sens réel du vote afirmatif ou négatif d'un juré, est 
donc que l'accusé est ou n'est pas condaninable; par conséquent, les 
probabilit$s Pi et QI de la bonté d'un jugemeut de corrdanlnation on 
d'acquittement (no rao), expriment aussi les raisons que nous avons 
de cioire que l'accusé était condamnable, lorsqu'il a été condaniné, et 
qu'il n'était pas condamnable quand il a étS acquitté : P, est sans doute 
nioindre que la probabilité réelle de la culpabilité d'un condamné, et, 
au contraire, QI surpasse la probabilité de l'innocence d'un accusé ab- 
sous; mais ces autres probabilités ne pourraient être aucunement cléter- 
minées par le calcul, qui ne s'applique qu'aux probabilitésP, et QI, ainsi 
définies et considérées dans de très grands nombres dejugemenfs de la 
même nature. On ne doit pas croire non plus que ces quantités Pl et QI 
soient l'expression de l'opinion générale, en ce sensqu'elles exprimeraient 
les probabilités d'une condanination ou d'un acquittement par un jury 
composé de tous les citoyens qui sont compris sur la liste générale où 
les jurés, au nombre de douze, ont été pris an hasard; car la chance 
c, d'une condamnation, par un jury d'un nombre quelconque de per- 
sonnes, est inférieure à la fraction que nous avons désignée par k 
(n" i 18), laquelle est beaucoup moindre, en générai, que la valeur de 
Pl; et de même la chance rl, d'un acquittement est toujours iaférieure 
à la fraction r -k, beaucoup nioindre, elle-même, que la valeur 
de Q I .  
Pour les jurés duressort de chaque cour d'assises, et pour chacun des 
deux genres de crimes que noiis avons distingués, on doit donc conce- 
voir qu'il y a une certaine probabilité a ,  jiigée suffisante et nécesaire 
pour la condamnation. Cela étant, la chance u, qu'un juré pris au ha- 
sard sur la liste de ce département ne se trompera pas dans sen vote, est 
la probabilité qu'il jugera celle de la culpabilité de l'accusé égale ou 
supérieure à z ,  s i  elle l'est effectivement, on bien, inférieure à a ,  si, 
en effet, elle n'atteint pas cette limite. Cette probabilité u dépend princi- 
palement dn degré d'instruction de laclasse des personnes portées sur la 
Este général des j u r k e t  la probabilité z, de l'opinion qu'elles se for-- 
ment sur la nécessité d'une répression plus ou moins forte des diKé- 
rentsgenres de crimes. Ces deux probabilités distinctes peuvent varier, 
par conséquent, avec le temps et d'on département à un autre. On a vu 
comrneiit la valeur d e n  peut se déduire des données del'observation; 
quant à celle de z, nous n'avons aucun rnojen de la coniiaitre; et noils 
pouvons seulement conclure p 'elle augmente ou diminue, toutes 
choses d'ai1leui.s égales, lorsque nous voyons le rapport du nombre 
des condamnés i celui des accusés, diminuer ou augmenter notable- 
melit. Ainsi, lorsque la question des circonstances atténuantes a 
été posée aux jurés et qu'on a vu ce rapport augmenter et passer de 
0,54 à o,59 (no 1 3 5 ) ~  on a dû en concicire qu'ils se sont ai'rêtés, pou: 
la condamnation, à one probabilité a moindre que celle c[u'ils exi- 
geaient auparavant, sauf à décider affirmativement la question dont 
il s'agit, afin d'abaisser d'un degré la peine qui serait prononcée contre 
les condamnés. 
Avant le jugement, la probabilité qiie l'accusé est coupable sur- 
passe (le beaucoup, sanç aucun doute, celle que nous avons désignée 
par k : la plus grande valeur que nous avons trouvée pour celle-ci 
3 
est à peu près - ; et personne cependaut n'hésiterait à parier bien plus I 
de trois contre u n ,  qu'ut1 individu quelconque est réellement cou- 
pable il est traduit devant une cour d'assises. Mais ce qu'on a 
dii à t'égard de P, couvient également à k : il faut aussi entendre que 
k exprime sedement la probabilité, antérieure au jugement, que l'ac- 
cusé soit c o n d ~ b l e ;  probabiEté qui peut dépendre, en consé- 
quence, de celle que les jurés exigent pour la condamnatioii, mais 
qui est indépendante, par sa nature, de la probabilité u qu'uii juré 
ne se trompera pas. 11 s'ensuit donc que la valeur de k peut varier 
avec la probabilité z ,  iars même que les formes de l'instruction pré- 
liminaire et fhabi!eté des juges chargés de la diriger, s m t  restées les 
mêmes, et quelle que soit d'ailleurs la probabilité u. Voici un exem- 
ple de cette variation. 
Mpnis I 8 14 jnsqu'a i 830, les procès criminels étaient jugés, dans 
la Belgique, par des tribunaux composés de clnq juges, et la majorité 
de trois voix contre deux suffisaie pour les wndamoatioos. a n  1880, 
la composition dc ces tribunaux a changé. Dans le C O U M ~ ~  de 1831, 
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on a rétabli le jury tel qu'il existait sous le domination franpise, et 
la majorité suffisante pour les coiidauinations a été celle de sept M ~ X  
contre cinq. Les formes de I'iristruclion préliiiiinaire sont toujours 
restée les mêmes. Or, il résulte des Comptes de kdministrati~n de In 
justice criminelle dans ce royaume, récemment publiés par le G o u w -  
nement, qu'en 1852, r 833, I 834, les rapports des nonlbres J e  con- 
6 (3 damnés à ceux des accusés ont été 2, , 2 où I'on voit qu'ils 
100 ' 
ont très peu varié d'une année à une autre, et que leur valeur moyenne 
est sensiblement égale à celle qui avait lieu en Prance avant ,830. 
Conime on ne donne point dans ces Comptes, le nombre de fois que 
les condamnations ont été prononcées à la plus petite majorité de sept 
voix contre cinq, ni à aucune autre majorité déterminée, le rapport 
que uoiis citons ne sufit pas pour en conc1ui.e les valeurs de u et k qui 
se rapportent a la Belgique ; mais puisquc ce rapport total, c'est-à-dire 
le rapport que nous avons désigne par 5, diffeiv s i  peu pour la BePgi- 
rC 
que et pour la France, il y a lieu de croire que le rapport partiel 2 est 
," 
aussi très pen différent pour ces deux pays, et que, par conséquent, 
les valeurs de u et H y sont à très peu près les &mes. On peut donc 
admettre qne pour la Belgique, la ~ a b u r  de k ne s'écarte pas beaucoup 
de la fraction 9, que I'on a obtenue précédemment pour la Fiance 
100 
entière, et sans distinction du genre de crimes. Cela étant, on  trouve 
dans les mêmes Coaptes,que dans les années 1829 18a7,1828, 1829, 
les rapports du nombre des condamn6s à celui des mu&s, se =nt élev& 
à -  % g, $, g; fractions à peu près égaies, et dont la moyenne 
100 ' 
83 est un peu supérieure à -. Mais, d'après cr: qu'ou a vu dans le nP i r 8 ,  
1 O 0  
la p-obabilité dont cette moyenne est la valeur approchée, doit tou- 
jours être moindre que la valeur de k; il s'ensuit donc que dans ces 
quatre dermères années, cette quantité k a dû btre beaucoup pius 
grande que dans les années 183a et 1833; ce qu'on ne peut attribuer 
qu'à une inégalité de la quantité inconnue z, à ces deux époques, qui 
a été telle que les jurés ont exigé pour la condamnation, une p r~ba -  
hilité que l'accusé fût coupable, supérietire à celle que les juges trou- 
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vaient suffisante. Cette conclusion est, au reste, indépendante de la 
chance u de ne pas se tromper, qui a pu être égale ou inégale à ces 
deux époques, c'est-à-dire plus graude pour les juges que pour les 
iurés, ou vice versâ; question qui reste indécise, faute de données 
nécessaires de l'observation. 
La quantité k dépendant de la probabilité s, il s'ensuit que l'inéga- 
lité de ses valeiirs pour les deux genres de crimes que nous avons 
considérés, peut tenir à deux causes différentes : à ce que la présomp- 
tion de la culpabilité avant le jugement est pliis difficile à établir à 
l'égard des crimes contre les personnes, qu'en ce qui concerne les 
crimes contre les propriétés; ou bien, B ce que les jurés exigent pour 
la condamnation une plus grande probabilité x,  dans le premier cas que 
dans le second; et il y a lieu de croire que ces deux causes distinctes 
ont concouru à produire l'inégalité dont il s'agit. 
Il suit de cette dépendance entre z et k, que si la question des cir- 
constnnces attérzuantes a produit pour les années 183a et 1833 une 
diminution notable dans la probabilité que les jiirés ont jugée suffi- 
sante pour la condamnation, la ~robabilité k a dû au contraire aug- 
mengr, et ces variations inverses de u et de k ont dû aussi produire 
une augmentation dans la valeur de u;  car on peut supposer qu'il y a, 
pour les jurés, une moindre chance de ne pas se tromper, lorsque, 
d'une part, ils exigent une moindre probabilité ponr la condan~nation, 
et que, d'une antre, il existe, avant le  jugement, une plus grande pro- 
babilité que l'accusé soit condamnable. 
( i L 3 ) .  Il nous reste actuellement à calculer, au moyen des formules 
\ . #  (9) et (IO), et des couples de valeurs trouvées pour i6 et k, ou pour u' 
et k', les probabilités qu'un condamné était coupable et qu'un accusé 
absous était innocent, ou, pour parler plus exactement, les probabi- 
lités que le premier était condamnable et que le second ne l'était pas. 
Mais auparavant nous chnngei-ous ces formules en des équations plus 
mmniodes pour le calcul, et nous y ajouterons d'autres formules dont 
les valeurs numériques seront aussi très importantes à connaltre. 
En vertu de la première équation (6), la formule (9) pourra être 
remplacée par cette équation 
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dans laquelle on prendra le rapport donne par l'observation, pour 
la valeur approchée de c,. 
La r -Pt est la probabilité qu'un condamné à la majorité 
d'au moins n- i contre i voix n'est pas coupable; cl est la probabilité 
qu'un accusé coupable OU non, sera condamné à cette majorité; le pro- 
duit de c, et de 1-Pd exprime donc la chance ponr un accusé non cou- 
pable d'être néanmoins condamné. En la désignant par Dl, et ayant 
égard à l'équation précédente et à la première équation (6), on aura 
donc 
D, = (1-k)V,; 
résultat qui se déduit aussi du raisonnement que l'ou a fait dans le 
no 120, pour obtenir l'expression de Pl. 
Le nombre de voix nécessaire pour la condamnation étant au moins 
n- i ,  soit iïl la probabilitd qu'un accusé absous est innocent; sa valeur 
se déduira de celle de QI ou de la formule (IO), en y mettant n - i -  I 
au lieu de i; et si I'on a égard à la seconde équation (6), on en 
conclura 
Rdm-$-, = ( 1  - k)U.-1-,, 
ou ce qui est la même chose, d'après ce qu'on a vu dans le no I 18,  
La probabilité qu'un accusé absous est coupable sera I -nt; la pro- 
babilité qu'un accusé quelconque ne sera pas condamné étant I -cl, il 
s'ensuit que le produit ( 1  -ni) ( I  -ci) exprimera la chance pour un 
accusé coupable d'être cependant acquitté. En la désignant par A,, on 
aura donc 
ou bien, en vertu de la première équation (6), 
Les chances Dl et A, sont, pour ainsi dire, les mesures du danger 
que court un accusé non condamnable d'être condamné, et la société, 
de voir acquitter un accusé condamnable. Relativement à la culPahi- 
50 
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lité ou à i'inuocence réelles des accusés, on ne dcvra pas oublier que 
D, n'est, comme P,, qu'une limite supérieure, et que A, n'est , ainsi 
que Q.,  qu'une limite inférieure. Quand les valeurs de P, et il, auront 
été calculées, on en déduira immédiatement celles de D, et A,; car, en 
vertu des équatioos ~récédentes, OU aura 
où l'on voit que les chances A. et D. seront toujours moindres, respec- 
tivement, que les probabilités k et I-k de la culpabilité et de la non- 
culpabilitéavant le jugement. Pour un très grand nombre p d'accusés, 
les nombres des condanmations et des acquittements donnés par l'ob- 
çervation, étant a. et p-a.; cetix des condamnés non coupables et 
des acquittés coupables, seront à très peu près et très probablement 
égaux aux produits D,a, et A, ( p  -a,). 
En faisant n= 12 et successivement i=5 et r =4, prenant 5 et 5' r P 
pour les valeurs approchées de CS e6 c,, et mettant, comme précédem- 
ment 2.- et 2- au lieu de u et 1 - u, nous conclurons des équations 
1+t  I + t  
Nous aurons en même temps 
Telles sont donc les diverses formules qu'ils'agira de réduire en noni. 
bres : les quantit&qu'e&s reufermcnt se rapporteront au cas des ciinles 
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contre les personnes j on désignera par les mêmes lettres, avec des 
accents, les quantités analogues qui répondent aux cas des crimes 
contre les propriétés. 
(144). Pendant l'année ,1831, la majorité nécessaire pour la con- 
damnation était celle de huit voix ai1 moins contre quatre, et la ques- 
tion des circonstances atténuantes n'avait pas lieu. On avait 
-=o,363a, t = z , ~ r s ,  k=0,5354; 
t' 
d'où l'on déduit 
P4=o,g8rr, Iï4=0,7i86, D4=o,oo68g, A,=o,I791. 
Sur les 743 condamnés dans cette année, à peu près cinq n'auraient 
pas dûl'être, d'après cette valeur de D4; et d'après celle de A,, environ 
233 accusés n'auraient pas dû être acquittés, sur les 1303 qui l'ont été. 
La chance d'être condamné non condamnable surpassait très 
peu un i50e, et celle d'être acquitté, quoique condamnable, était com- 
  ri se entre un sixième et un cinquième. Enfin, la probabilité de la 
culpabilité d'un condamné ne différait pas d'un 5oe, de la certitude, et 
celk de l'innocence d'un accusé absous, c'est-&-dire la probabilité qu'il 
n'était pas suffisamment prouvé qu'il fût coupable, ne surpassait pas 
beaucoup la fraction :. 
Ces résultats se rapportent aux crimes contre les personnes. Dans la 
même année, on avait, relativement aux crimes contre les propriétés, 
d'où l'on conclut 
Pour ce genre de crimes, la proportion des condamnés qui n'auraient 
pas dû l'être, n'a donc été que de quatre sur dix mille; ce qui ne fait 
pas deux sur les 3355 de ces  damnations qui ont été prononcées. 
La proportion des individus acquittés qui étaient condamnables, a 
slirpassé sept centii.mes; et leur nombre a dû être enviroii 159 sur les 
50.. 
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a205 acquittements qui ont eu lieu. La probabilité qu'un condamtié 
était coupable ne différait pas de deux millièmes de la certitude, et 
celle de l'innocence d'un individu acquitté était un peu supérieure à 
4 la fraction Ces résuItats sont, comme on7voit, plus satisfaisants que 
ceux qui se rapportent aux crimes contre les personnes; ce qui tient à 
ce queles condamnations pour des crimes contre les propriétés, quoi- 
qu'elles aient été proportionnellement plus nombreuses, ont aussi eu 
lieu très probablement à de plus fortes majorités (na 141 ). 
Les huit probabilités P4, P;, etc., qne nous venons de calcuIer, 
sont fondées sur les rapports 3, 04 5, 5 donnés par l'observation 
fe P t ' @  P" 
et qui iious ont servi ~récédemment à déterminer les valeurs de t, t', 
k, k'. Elles sont toutes les huit des fractions nioindres que l'unité ; ce 
qui fournit une confirmation d'autant pius remarquable de la théorie, 
qu'il n'en serait plus de même généralement, si l'on prenait des valeurs 
arbitraires de t et E ,  t' et kt, lors même qu'elles ne différeraient pas 
beaucoup de celles qui résultent de l'observation. 
Dans les années qui ont précédé 1831, la majorité suffisante pour l a  
condamuatiou était celie de sept voix contre cinq; mais dans Ie c v de 
la majorité minima, la coiir intervenait et la eondamnation n'etait 
définitiveque si la majorité des cinq jugesdorit elle se composait alors, 
se joignait à la majorité du jury. Il sera donc nécessaire de considérer 
séparément les condamnations prononcées 3 cette plus petite majorité, 
et celles qui ont eu lieu aux majorités d'au moins huit voix contre 
quatre.Pour celles-ci, les valeurs numériques des probabilités P4 et P',, 
n, et nI4, D4et Dr4, a,et A',, seront celles que l'on vient de calculer, 
pisque dans les années antérieures à 183 1, les valeurs de t et k, t' et X' 
étaient les mêmes que dans cette année (na I 37 ). Ainsi, depuis 1825 
jusqu'j. 1830, sur environ 5000 individus condamnés à cette majorité 
d'au moins huit voix contre quatre, pour des crimes coutre les per- 
sonnes, et près de aoooo pour des crimes contre les propriétés, il y en 
a eu très probablement, d'après les valeurs précédentes de D4 et de Di ,  
environ 35 d'une part et 8 de l'autre qui n'étaient pas condamnables; 
ce qui serait sans doute beaucoup trop, si cela voulait dire qu'ils fus- 
sent réellement innocents. 
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Relativement aux autres coiidamnalions prononcées à la majorité 
minima de scpt voix contre cinq, OU aura, pour la probabilité que le 
condamné était coupable, 
kt* 
Ps= 1-k 9 
en Faisant dans la formule (7), 
S'il s'agit des crimes contre les personnes, on aura, comme plus haut, 
t = z , r I z ,  E=o,5354; 
et il en résultera 
Dans le cas des crimes coutre les propriétés, on changera p5, k, t, en 
pfs, kl, t', et I'on fera, aussi comme précédemment, 
tl= 3,4865, k'= 0,6744; 
ce qui donne 
p'6 = 0,9618. 
I<nfiii, si l'ou considère les deux sortes de crimes indistinctement et 
toujours pour la France entière, on devra prendre 0,6391 et a,gg, pour 
les valeurs dek et  t (n'r 40); et  en désignant par m, la valeur correspon- 
dante de p,, ou la probabilitd que le condamné est coupable, on aura 
En retranchant ces valeurs de p5, p15, 'TJ~, de l'unité, iious al,- 
16 4 6 rons, a très peu près , G, G, K, pour la probabilité de l'erreur 
du  jury dans les trois cas que nous venons de considérer. D'après 
formule de Laplace (no 132), cette probabilité serait la même 
da* ces trois cas, et égale à o,ag; c'est-à-dire presque double de la 
valeur de I -p5, et quintuple de celle de I -m, : on verra dans le 
numéro suivant à quoi se réduit cette probabilité I - m5 de la non- 
culpabilité de l'accuse, quand la condamnation a été confirmée par Ia 
cour d'assises à la ma~orité d'au moins trois voix contre deux. 
Lorsqu'on aura réuni les donuées suffisantes pour calculer, ainsi 
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qubn l'a dit plus haut (un 14o), les valeurs de k et de u, ou de k' et 
de u', qui ont lieu à l'époque actuelle, on en conclura, par un calcul 
semblable au précédent, lesprobabilitéscorrespoiidantes P5, iJj, Ds, As, 
ou F5, nt,, Dl5, Ar5; et, en les comparant aux probabilités P,, II4, Dq, 
A,, ou P', n',, Dr,, A',, que nous avons trouvées pour l'époque 
de 1 8 5 ~ ,  par exemple, on pourra connaitre, sans aucune illusion, 
les avantages relatifs de la législation criminelle j. ces deux époques, 
sous le double rapport de la sécurité publique et de la garantie que 
l'on doit aux accusés. 
Les données de l'observatiori restant les mêmes, ou y satisfait, d'a- 
près la remarque du no 1 38, par deux couples différents de valeurs 
de k et u, ou de k' et u', c'est-à-dire par des valeurs de ces quantités 
$us grandes que f , et par d'autres valeui-s plus petites que et éga- 
les au complément des premièws à l'unité. Nous avons trouvé, par 
exemple, pour l'année 1831 et pour les crimes contre les propriétés , 
en employant les données de l'observation dont nous avons fait usage, 
nous aurions donc pu en déduire également 
la valeur de ut se changeand en i - u', celle de t' se change, en même 
temps, en ; ;on aurait donc aussi 
et en prenant toujours, comme plus haut, 
on trouverait 
Pr4 = 0,000675; 
en sorte que la condamnation, au lieu d'augmenter la probabilité que 
l'accusé soit coupable, l'aurait, au contraire, diminuée et rendue pres- 
que nulle. Mais, ainsi que nous l'avons déjà dit dans le numéro cité, 
on doit rejeter, en géneral, ces valeuis des inconnues b et u, ou X.' 
et II', moindres que celles des probabilités contraires, que le calcul de- 
vait donner, néanmcjns, pour comprendre le cas où dans de très 
grands nombres de jugements extraordinaires, la culpabilité légale des 
condamnés serait moins probable que leur innocence. 
(145). Si nous faisons 
12 = 5, i = 2 ,  U =  2- r 
1 + t '  1 + 1 9  I-l'=- 
dans la première forn~ule (6), nous aurons 
c , = k  (2k-1)(1+_51+iot2) 
(1 -+ 1 ) y -  ' 
1, pour la probabilité qu'un accusé sera condamné par un tribunal de 
cinq juges à la majorité d'au n~oins trois voix coutre deux; k dési- 
guant toujours la probabilité, avant le jugement, de la culpabilité de 
cet accusé, et u la chance que chacun des juges ne se trompera pas. 
EU vertu de la formule @), nous aurons, en même temps, 
ou siniplerneut , d'après l'équation précédente, 
pour déterminer la probabilité P, de la culpabilité après que la con- 
damnation aura eu lieu. 
Dans l'application qu'on fera de ces équations au cas d'un 
déjà condamné par le jury la majorité minima de sept v o k  contre 
cinq, et soumis ensuite au jugement de la cour d'assises, comme cela 
avait lieu antérieurement à 1831, on prendra pour k la probabilité 
que I'accusé est coupable, résuliante de la décision du jury; la vaIetii 
approchée et très probable de c. se déduira de lbh~epvatlon, et sera 
égaie au nombre des condamnations que la cour d'assises aura pi.,,- 
noncées dans un très grand nonlbre d'affaires, divisé par ce &ès grand 
nombre. Or, on voit par les Comptes généra- que dans les cinq an- 
nées écoulées depuis 1826 jusqu'à 1830, il y a et, rgi r affaii-es soti- 
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mises aux cours d'assises du royaume, après que les jurys avaient 
condamné à la majorité de sept voix contre cinq, et que, dans ce 
nonîbre d'affaires, les cours ont confirmé 1 5 9 ~  fois les condamnations. 
Mais ces Comptes ne nous font pas connaftre Givant quelle propor- 
tion les nombres 191 I et 1597 se sont partagés entre les crimes contre 
les personnes et les crimes contre les propris'tés; nous serons donc 
obligés de déterminer la probabilité P, et finconnue t, sans distinction 
de ces deux genres de crimes : pour cela nous ferons 
et nous prendrons pour k la valeur de r p ~  du quméro précédent, 
savoir : e 
k = 0,9406; 
quantité quisurpasse, comme cela devait être (no I 18), la proportion 
c, des condamnations. 
Au moyen de ces valeurs, on trouve 
pour la probabilité qu'un individu était coupable, lorsqu'il avait été 
condamné successivement par le jury à la majorité minima de sept 
voix coatre cinq, et  par les juges à la majorité d'au moins trois voix 
contre deux. La probabilité qu'il n'était pas coupable différait donc très 
peu d'un iooe; en sorte que sur les 1597 individus condamnés, il est 
très probable qu'il y en a eu à peu près quinze qui n'étaient pas 
condamnables. 
Les mêmes valeurs de k et de c, donnent 
au moyen de quoi l'équation qui doit servir à déterminer I'inconnue t, 
devient 
1 + 5t + lot' = (O,I 188) (1 + t)5. 
On en déduit 
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ce qui montre que la chance u de ne pas se tromper a été peu dif- 
férente, pour les juges, de celle que l'on a trouvée pour les jurés 
(no I ~ o ) ,  sans distinction de l'espèce de crimes, et qui est égale 
à 0,7494. 
(146). Les formules dont nous venons de faire diverses applications 
à des jngementsen matière criminelle, conviennent également à toutes 
les autres espèces de jugements, rendus en très grand nombre, tels 
que ceux de la police correctionnelle et ceux de la justice militaire. 
Mais, pour s'en servir, il faut que dans chaque espèce, i'observation 
fournisse les données nécessaires à la détermination des éléments que 
ces formules renferment. 
Les Comptes généraux de Pad~ninistration de la justice criminelle 
contiennent aussi les résultats de la police correctionnelle. Pendant les 
neuf années écoulées depuis 1825 jusqu'à 1833, le nombre des indi- 
vidus traduits à cette police dans la France entière, s'est élevé à I 7 I 0174, 
et dans ce nombre il y a eu r46/t5oo condamnés, ce qui donne 0,8563 
pour le rapport tln nombre des condamnés à celui des accusés. D'une 
année à une autre, ce rapport n'a pas beaucoup varié; il a toujours 
été compris entre 0,84 et 0~87.  Le nombre des juges dans les tribu- 
naux de police correctionnelle n'est pas invariable : il doit être au 
moins égal à 3; et le plus souvent il se réduit à ce minimzun. La ma- 
jorité de deux voix contre nne suffit alors pour la condamnation; on 
obtiendra donc la probabilité c, qu'un accusé sera condamné en police 
correctionnelle, en faisant n=3 et i = r  dans la première équation (6); 
ce qui donne 
- k ( t 3 + 3 t 3 +  ( l - k ) ( 3 1 +  11, 
C,  - 
( 1  + 1)" 
en y mettant aussi au lieu de u. On prendra pour la valeur ap- 
14-1 
prochée et très probable de c, , fournie par i'observation, le rapport 
0,8563; mais cette doniiée est insufisante pour déterminer les deux 
inconnues k et t ;  il faudrait savoir, en outre, parmi les r4645oocon- 
damnations, le nombre de celles qui ont été prononcées, soit à I'una- 
nimité, soit à'la simple majorité de deux voix contre une; ce que les 
Comptes généraux ne nous font pas connaftre. Si l'on supposait que la 
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chance de ne pas se tromper fût - pour les juges de la police correc- 4 
tionnelle, comme elle l'est gknéralement pour les jurés, et qu'on fît, 
dans i'équation précédente, c, = 0,8563 et t = 3, on en déduirait 
pour k une valeur plus grande que l'unité; ce qui rend cette hypo- 
thèse inadmissible. Il y a lieu de croire que cette chance est plus 
grande pour les jnges que pour les ju&s, sans que nous puissions dire 
de combien l'une est surpassée par l'autre, faute de données néces- 
saires de l'observation. 
Les coiiseils de guerre sont composée de sept juges, et la loi exige, 
ponr la condamnation, la majorité d'au moins cinq voix contre deux. 
La c, qu'un accusé sera condamné se déduira donc de la 
première équation (6), en y faisant n= 7 et i = 2; etsil'on y met aussi 
;-&au lieu de u, il en résultera 
k ( t 7 +  7 t s + 2 i t 5 ) + ( ~ - k )  ( i  + 7 t f  air'). 
CI=-- 
( 1  +. [)' 
Dans les Comptes générauz: de l'administration de la justice mi&- 
taire, publiés par le ministre de la Guerre, on évalue le nombre des 
condaninés aux deux tiers de celui des accusés; ce rapport étant conclu 
d'nu grand nombre de jugements, on pourra donc prendre la fraction 
pour la valeur approchée et très probable de c, ; mais cette donnée 
ne sufIit pas pour la détermination des deux inconnues que renferme 
l'équation précédente. En supposant que la chance de ne pas se trom- 
per soit très peu différente pour les juges militaires et pour les jurés 
3 des cours d'assises, et la faisant en conséquence égale à z, on aurait 
t = 3 et c, = :, et l'on déduirait de cette équation 
en sorte qu'il y aurait un peu plus de sept à parier contre un, qu'un 
militaire est coupable quand il est traduit devant un conseil de guerre. 
En vertu de la Cormule (9) et de la première équation (6), on a 
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pour déterminer la probabilité P, que l'accusé est coupable, après qu'il 
a été condamné ; et,  au moyen des valeurs précédentes de c., t ,  k, il 
en résulterait 
P. = 0,9976; 
ce qui montre combien cette piobabilité différerait peu de ta certi- 
tude Mais ce résultat est fondé sur une valeur hypothétique de t ou 
de u, dont nous ignorons le degré d'exactitude. Cependant, il serait 
intéressant de pouvoir comparer, d'nne manière certaine, la justice 
militaire à celle des cours d'assises, sous le rapport de la probabilité 
des jugements. Pour cela, parmi les condamnés militaires, outre le 
rapport de leur nombre total à celui des accnsés, il faudrait encore 
connaître le rapport du nombre des condamnés, soit à l'unanimité, soit 
à l'une des deux majorités de six voix contre une ou de cinq voix 
contre deux, à ce même nombre des accusés. Malheureusement cette 
seconde donnée ne nous est pas fournie par l'observatioii, et nous ne 
pouvons y suppléer par aucune hypothèse qui ait quelque pro- 
babilité. 
( 1 4 7 ) .  Il nous reste, pour terminer cet ouvrage, à considérer la 
probabilité des jugements des tribunaux en matière civile. 
Dans un procès civil, il s'agit de juger entre deux parties qui plai- 
dent l'une contre l'autre, laquelle a le bon droit de son côté Cela se- 
rait décidé avec certitude par des juges qui n'auraient aucune chance 
de se tromper; et quel que Sût leur nombre, le jugement serait tou- 
jours pronoucé à l'unanimité. Mais il n'en est point ainsi. 11 arrive 
souvent que deux juges également éclairés, qui ont examiné un même 
procès avec toute leur attention, portent néanmoins des jugements 
contraires, l'un donnant gain de cause à la partie que l'autre con- 
damne. On doit donc admettre qu'il y a pour chaque juge, une chance 
de se tromper dans son vote, ou de ne pas juger comme aurait Sait un 
juge idéal pour lequel toute cause d'erreur serait impossible. Elle. 
dépend du degré d'instruction et de l'intégrité du juge : on ne 
la connaît pas à priori; et sa valeur devra étre déduite de l'observa- 
tion, s'il est possible, par les moyens que l'on va indiquer. Lors- 
que cette chance, ou la chance contraire, aura été déterminée pour 
tous les juges d'un tribunal, on en conclura la probabilité de 
51. 
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la bonté de leur jugement, c'est-à-dire, de sa conformihé avec celui 
qui serait prononcé par des juges infaillibles. On en conclura 
aussi la ~robabilité que d'autres juges, pour lesquels la chance de 
ne pas se tromper serait également donnée, confirmeront le jugement 
des ~remiers.  Ce second problème est semblable a celui que nous 
ont présenté les jugements eu matière criminelle : la quantité que nous 
avons précédemmeot désignée par k sera maiiitenant remplacée 
par la du bon droit de l'une des deux parties, résultaiite 
du premier jugement rendu en sa faveur; mais quand un procès 
est soun~is pour la première fois aux tribunaux civils, il n'y a aucune 
antérieure au jugement, qui soit favorable à l'une ou 
l'autre pai.tie ; on n'a donc point à considérer une probabilité analo- 
gue à k;  et les seules inconnues à déterminer par l'observation seront 
les que les juges ne se tromperont pas. 
(148). Considérons d'abord un tribunal de première instance, com- 
posé de trois juges que nous appellerons A, A', A". Soient u, u', u", 
leurs p~obabilités respectives de ne pas se tromper. Désignons par c la 
probabilité que leur jugement sera unanime. Cela aura lieu, si aucun 
des juges ne se tmmpe, ou s'ils se trompent tous les trois. La proba- 
hilité du premier cas sera le produit uu'u", et celie du second, le pro- 
duit ( I  - u) (1 - u') ( 1  - u''); on aura donc 
pour la valeur complète de c. Le jugement unauime étant rendu, on 
pourra faire deux hypothèses : OU pourra siipposer que l'affaire est bien 
jugée ou qu'elle est mal jugée. Dans la première h j  pothèse il faudra 
qu'aucun des trois juges ne se soit trompé, et dans la seconde, qu'ils se 
soient trompés tous les trois. La probabilité de l'événement observé, qui 
est ici le jugement rendu à l'unanimité, sera donc uu'u", si la première 
hypothèseest vraie, et (1-u)(I-u')(~-u"), sielle est fausse. Donc, en 
-appliquant à ces hypothèses la r2gle de la probabilité des causes (II" 28), 
et appelant p la prohabilité de la première cause, ou de la bonté du 
jugemenl, on aura 
uu'u" 
p = u,,.. - ,tu) ( t  - 1'7  ( 1  - us) 
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ou, ce qui est la même chose, 
Si le jugement n'est point unanime, un des trois juges aura voté 
pour l'une des parties, et ses deux collèg~es pour l'autre partie ; dBsi- 
gnant par a, a', a", les probabilités qu'un pareil jugement sera rendu, 
qui répondent respectivement aux cas où c'est le juge A, ou A', ou A", 
qui vote différemment des deux autres, on aura 
car le premier cas, par exemple, arrivera, soit que A' et A" ne se trom- 
pent pas et que A se trompe, soit que A' et A" se trompent et que A ne 
se trompe pas; et de même pour les deux autres cas. En appelant 6 la 
probabilité d'un jugement non unanime, rendu d'une manière quelcon- 
que, on aura 
b = a + a' + a''; 
et comme il faudra que cela ait eu lieu, on que le jugement ait été 
unanime, on devra avoir b + c = i ; ce qu'il est facile de vérifier. 
Il en résulte simplement 
b = - uu'u' - ( r  - u) (I - u') (1 - u"). 
Pour que le jugement soit bon, il faudra que les deux jnges qui ont 
formé la iiiajoritéen votant de la même manière, ue se soient pas trom- 
pés; et, pour qu'il soit mauvais, il faudra qii'ils se soient trompés; si 
donc l'on désigne par q la probabilité de la bonté d'un jugement non 
unauime, on aura aussi, d'après la règle de la probabilité des causes ou 
des hypothèses, 
Maintenant, dans un très grand nombre P de jugements rendus par 
les trois mèmes juges A, A', A', soient y l e  nombre des jugements una- 
nimes, gcelui des jugements non-unanimes, et, parmi ceux-ci,a,al, a', 
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les nombres des jugements où c'est le juge A, ou A', ou A", qui n'a pss 
voté comme les deux autres. 0 4  aura, avec une très grande approxi- 
mation et très probablement, 
Leiiombregétantlasomrriedea,a', &",et 6 la sommedea,af,aw;laseconde 
de ces équations est une suite des trois dernières, et les cinq équations se 
réduisent i quatre. Si les nombres a, a', a', étaient donnés par l'observa- 
tion; en substituant dans les trois dernière~é~uations, lesexpressions pré- 
cédentes de a, a', a", on en pourrait déduire les valeurs de u, z4', uf', et 
en mettant dans la première équation l'expression de c, on en conclurait 
La valeur de 3. ; de sorte que si ce nombre 7 était aussi donné par l'obser- 
vation, la comparaison du nombre donné au nombre c Jculé servirait à 
vérifier la théorie. Les valeurs de u, u', u", étant ainsi déterminées, on 
en déduirait sans difficulté, au moyen des formules précédentes, les 
p et q de la bonté d'un jugement unanime et d'un juge- 
meut non unanime. Mais l'observation n'a Fait connaître, pour aucun 
tribunal, les nombres 7, a, a', a"; toutefois, afin de donner un exem- 
ple de l'usage de ces formules, je choisirai arbitrairement les valeurs 
des u, u', uw. 
Je prends donc, par exemple, 
Pour chacun des &ois juges, la diance de ne pas se tromper est plus 
grande que celle de l'erreur; A' et A" sont également instruits, et ont la 
même chance de ne pas tromper; A est plus instruit, et sa chance 
d'erreur est moindre. On aura 
de sorte qu'ou pourra parier 17 contre 8, ou un peu plus de deux contre 
un, que les troisJuges ne rendront pas un jugement unanime. On aura 
ausst 
9 p = -, q -3. 
I O -85 ' 
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il y aurait donc g à parier contre un pour la bonté d'un jugement una- 
nime, et seulement 57 contre 28, ou, à très peu près, deux contre un 
pour la bonté d'un jugement uon unanime. Pour ces trois juges, la 
chance moyenne de ne pas se tromper serait 
en les supposant égaiement instruits et prenant cette fraction 9, pour 
la valeur commune de u, u', u*, on trouverait 
Ces valeurs de p et q étant un peu moindres que les précédentes, il s'en 
suit que, dans notre exemple, une égale répartition entre les trois 
juges, de leur somme d'instruction, diminuerait la probabilité que le 
jugement est bon, soit qu'il ait eu lieu ou non à l'unanimité; mais, d'un 
autre côté, la dernière valeur de c étant plus grande que la première, 
et la premiére valeur de 6 surpassant la dernière, cette répartition 
égale de l'instruction augmente la probabilité que le jugement des trois 
juges sera unanime, et diminue, en conséquence, la probabilité qu'il 
ne le sera pas. 
Lorsque nous ignorons si un jugement rendu par les trois juges a 
été ou n'a pas été unanime, la raison que nous avons de croire que ce 
jugement soit bon differe de p et de q. Si l'on désigne, dans ce cas, la 
de la bonté de ce jugement par r, on aura 
car, dans l'hypothèse que le jugement est bon, le jugement rendu, 011 
l'événement observé, peut avoir eu lieu dans quatre cas différents dont 
les sont les quatre termes de cette formule; dans l'hypo- 
thèse contraire, la probabilité de cet événement serait 
et la somme des probabilités de l'kvénement, dans les deux hypo- 
thèses, étant la certitude, ou l'unité, le diviseur de l'expression de r, 
résultant de la règle du no 28 , est aussi l'unité. On peut remarquer 
qu'on a 
r =  cp f bq; 
résultat qu'on pourrait aussi démontrer directement. 
En prenant les valeurs précédentes de u, u', zf, on trouve 
,.=Le. 125 ' 
en les supposant égales entre elles et à ;, il vient 
et cette seconde valeur de r étant un peu moindre que la première, 
il s'ensuit que la bonté du jugement est la moins pmbable, comme 
précédemment, dans le cas de l'égal degré d'instruction des trois 
juges. 
(149). On étendra sans difficulté ces fornlules aux jugements d'un 
tribunal composé d'un nombre quelconque de juges; mais on n'en 
pourra faire aucune application, faute de données de l'observation, 
nécessaires pour déterminer les chances de ne pas se tromper des 
différents juges. Si l'on suppose ces chances égales, et le nombre 
des juges toujours égal à trois, on aura, en conservant les notations 
précédentes, 
Eii prenant d'ailleurs pour c ou pour b, la valeur approchée et très 
c probable y ou - l'une ou l'autre des deux premières équations dé- 
w P '  
terminera la valeur de u;  en sorte que, pour cette détermination, il 
suffirait de connaître, dans un irès grand nombre p de jugements 
rendus par les trois juges, le nombre? de ceux qui ont été unanimes, 
ou C de ceux qui ne l'ont pas été; mais cette donnée ne nous est pas non 
plus fournie par l'observation. Si l'on supposait, par exemple, les 
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,nombres C et 7 &aux entre eux, on aurait 
u3 + (1 - 1 ~ ) ~  = i - 3u + 3 3  2; 
d'où l'on tire 
c'est-à-dire deux valeurs de n dont une surpasse et l'autre est rnoiu- 
dre; et comme on doit admettre que la chance qu'un juge ne se troni- 
pera pas est plus grande que la chance contraire, on aurait, en pre- 
nant la première de ces deux valeurs, 
Si le jugemerit des trois juges, unanime ou non, est soumis a un 
iribunal d'appel, composé, par exemple, de sept autres juges, et que, 
pour chacun de ceux-ci, la chance de ne pas se tromper soit repré- 
sentée par v; et fii l'on désigne par C la probabilité que ce jugement 
sera confirmé par le second tribunal, A la majorité d'au moins quatre 
voix contre trois, la valeur de C sera donnée par la première for- 
mule (6), en y mettant r et v au lieu de k et u ,  et faisant, eu outre, 
n = 7 et i= 3; ce qui doune 
,Et en effet, si le premier jugement est bon, pour qu'il soit confirmé 
par le second tribunal, il faudra qu'aucun des sept juges d'appel ne 
ie trompe ou qu'un seul se trompe, ou que deux se trompent, ou que 
trois se trompent. Or, les probabilités de ces quatre cas sont les qua- 
tre termes conipris enire les premiers crochets; par conséquent, 
leur somme, multipliée par r, est la probabilité que le jugement est bon 
et sera confirnié; on verra de même que la partie de cette expression 
de C qui a I - r pour facteur, exprime la probabilité que le premier 
jugement est mauvais et ser* néanmoins confirmé; d'où il résulte que 
52 
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!a somme des deux parties de C n t  4on exPressien c ~ n ~ ~ l è t e .  On verra 
également qu'en appelant Cr la probabilité que le second tribunal cas- 
sera le jugement du premier, on aur.i 
et cornme il sera nécessaire qne ce jugement soit ou confirmé, ou 
cassé, on devra avoir Cf C'= I ; ce qu'on vérifie en observarit que 
On aura C = Cr=:, soit-dans le cas de I.= S ,  et pour une valeur quel- 
conque de v ,  soit dans le cas de v=:, et pour uue valeur quelcoiique 
dc r; résultats qui sont d'ailleurs évidents en eux-mêmes. 
En considérant séparénient les deux parties de l'expression de cha- 
cuoe des quantités C et Cf, on peut aussi dire que la première p r -  
tie de C est la probabilité que les deux tribunaux successifs jugeront 
bien l'un et l'autre; que la seconde partie est la probabilité qu'ils jn- 
geront mal tous les deux; que la premiere parlie de C' exprime la 
probabilité queleprciilier tribunal jugera niai et le second bien ; et que, 
enfin, la seconde p r t i e  de C'sera 13 probabilité que le premier tribunal 
jugera bien, et le second mal. Si donc, on appelle p la probabilité que 
la cour d'appel jugera bieu, soit que le tribunal de preniièi-e insta~ce 
Juge bien ou mal; p sera la qomnie des deux premières parties de C 
et C', i - p la somme de leurs secondes parties, et l'on aura 
ainsi qu'on le trouverait dii7ectement. En désignant par r la probabi- 
lité que l'arrêt de cette cour sera confirmé par une seconde cour 
royale, composée également de sept juges, et par r' la probabilité ciu'il 
ne le sera pas; et en appelant w, pour chacun de ces sept jnges, la 
chaiice de ne pas se  tromper, r et îr se déduiront de C et C'en y 
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mettant p et w au lieu de r et u ;  par conséquent, si l'on suppose qu'ou 
ait w= v ,  il en résultera 
valeurs qui satisfont à la condition r$- Tr = I . D'après les expressioiiç 
de C et C', celles de p et p' pourront d'ailleiirs s'écrire ainsi 
Désignons encore par P la probabilité de la bonté de l'arrêt rendu 
par une première cour d'appel, lorsqu'il est coufor~ne au jugement de 
première instance, et par P' quand il est contraire. Dans le cas, 
ensupposantsuccessiven~eut que l'arrêt soit bon et qu'il soit inauvais,la 
probabilité de i'événenieut observé, qui est ici la.coriformité des deux 
jugements, sera la première parlie de C dans la preiiiière liypotlièse, 
et la deuxième partie dans 13 seconde ; la probabilité 1' de la première 
hypothèse, aura donc pour araleur cette p~-emii.re pavtie de C divisée 
par la somme de ses deux parties; nous aurons, en conséquence, 
et, l'on trouvera de niêmc, 
résultats qui se déduisent aussi, corilnie cela doit être, des foiniules 
(9) et (IO), en y faisant k =  r, n = 7, i = 3. Ces équations pourront 
être remplacées par celles-ci 
en ayant égard à ce que p représente. 
1150). 11 faut au n~oins trois juges ponr prononcer un jugeiiieut de 
première instance, et sept pour un arrêt de cour d'appel; gériéralemeiit 
ces moindres nonibres ire sont pas dépassés; c'est pourquoi, j'ai pris 
trois et sept pour les nombres de juges des deux tribunaux successifs que 
je viens de considérer. Eii substituant POUP. r sa valeur en fonction de u, 
dans les formules que j'ai obteniies, elles renfermeront les deux chancesu 
5 2 . .  
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et u, qui ne peuvent se déduire que de l'observation ; malhcureusemeut, 
elle ne nous fournit pour cela qu'une seule donnée, savoir, le rapport du 
nombre des jugements de première instance, confirmés par les cours 
royales, au nombre total des jugements qui ieur sont soumis.Pourfaire 
usage de ces formules, il est donc nécessaire de réduire a une seule, 
au moyen d'une hypothèse particulière, les deux iuconiiues u et v; 
celle qui m'a paru Ia plus uatureile a été de supposer qu'on ait v = u, 
c'est-i-dire , de regarder les juges du premier tribunal et ceux du se- 
cond, comme ayant la mênie chance de ne pas se tromper. 
Cela posé, dans un très grand nombre p de jngemerib de première 
instance, soit m le nombre de ceux qui ont été confirmés, et. par con- 
séquent, p - m celui des jugements non-confirniés. On po:xrra pren- 
m dre le rapport - pour la valeur approchée et trbs probable de la pro- 
," 
habilité que nous avens désignée par C; et si Yon fait 
il en résultera 
m -  - - r H  ( 2 r - I ) ( I  + 71+211 '+351)  -. 
P (1 f t)' 
O11 aura, en méme tenips, 
lh 
t t  en substituant ces valeurs dans celle de -, on obtiendra uiie équa- P 
tion du 10' degré pour déterminer la valeur de t ,  e t ,  par suite, celle 
de u. Dans le cas de v= u ,  l'expression de C demeure la même, 
quand on y change u et r en I - u  et i -r; ce qui répond au 
&angement de t en i. II s'ensuit que si l'on satisfait à la valeur donnée 
de !! ar une valeur de 1 plus petite que l'unité, on y satisfera égale- 
, s P - 
lement par une valeur de t plus grande que un; et, en effet, l'équation 
d'où dépend l'inconnue t est du genre des épuntions réciproques, et 
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reste la même, p a n d  ou y met au lieu* de t. Ce sera la valeur de t 
plus grande que Yunité,-qu'il faudra prendre; car c'est celle qui répond 
à la valeur de u plus grande que !-, c'est-à-dire , à nne chance de ne 
pas se tromper plus grande que celle de se tromper, ce qu'on doit 
admettre dans le cas'de niagistrats intègres et instruits. 
(1 5 1 ) .  Le Compte gérzéral de i'aùnzinistra~ion de la justice civile, 
publié par le gouvernement, donne, pour le ressort de chaque cour 
royale, les nombres m et p-rn de jugemeiits confirmés et de juge- 
ments non confirmés, pendant les trois derniers niois de 1831, et 
pendant les années entières 1852 et 1895. Mais il n'y a guère que le 
ressort de la cour royale de Paris, dans lequel le nombre total p soit 
assez grand pour servi*. isoléinent B la détern~inatiou de 1 ;  nous serons 
donc obligés, quant 6 présent, de supposer, comme nous l'avor~s fait 
polir les jurés, que la cliance u de ne pas se tromper est sensillemeiit 
égale pour tous les juges du royaume; ce qui perniettra d'employer à 
la détermination de t, les valeurs de m et de na-p relativrs B la toa 
talité des cours royales. Or, on a cu dans le dernier trimestre de I 83r, 
en I 83a et en 1833, et pour la France entièn. 
Zoii l'on déduit, pour ces trois périodes, 
Les deux derniéi.~ rapports, qui répotident à des années entièi*es, ile 
diffitrent pas l'un de l'autre, d'un ;oe de leur iiioycrine; cc qui présente 
un exemple bien remarquable de la loi des grands nombres (*). En 
prenant pour m et p les sommes des nonihrcs relatifs aux trois périodes, 
on aura 
(3 Cette loi a été de nouveau coiifiri,ibe par la valeur du rapport y! ,  qui a et1 
lieu en iS24,,et qui s'est élevée 0,6958, d'après le Cony~rc relatif à cette anaee, 
que le ~miverneineiit a public, il y a peu de ieml~s. 
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Si l'on considérait séparément les nombres relatirs à la cour royale 
de Paris, on aurait 
cn sorte que dans le ressort de cette cour, le rapport surpasse sa va- 
leur moyenne pour la France entière, d'à peu près un g' de sa 
valeur. 
En employant sa valeur 0 , 6 8 4 ~  relative à la France entière, on 
trouve 
t = 2,157, u = 0,6852, r = 0,7626. 
D'après cette valeur de r ,  il y a donc un peu plus de trois contre un a 
parier pour la bonté d'un jugement de première instance, lorsqu'on ne 
tonnait, ni le tribunal qui a jugé, ni la nature du procès. On voit aussi 
que la chance u de ne pas se tromper surpasse fort peu, pour les juges 
en matière civile, la fraction 0 , 6 ~ 8 8  qui exprimait cette chance, pour 
les jurés avant 1832, c'est-à-dire, avant la loi qui a prescrit iaquestioli 
des circonstances attenuantes. 
m 
Bu moyen de cette valeur de r ,  et en prenant les rapports - 
et p--z pour les valeurs de C et C', on déduit des formules du nu- 
P 
méro précédent, 
ce qui montre que l'on peut parier à très peu près xg contre un pour la 
bonté d'un arrt.1 d'appel confvrme au jugement de première instance, 
et moins de deux contre un dansle cas d'un arrêt contraire. On voit 
aussi que quand on ignore si l'arrêt est conforme ou contraire, la pro- 
habilité r qu'il sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur 
les mèmes données que la première, est un peu moindre que 2. Les 4 
quatre qui composent les expressions données de C et C', ont 
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pour valeurs 
et ces fractions, dont la somme est l'unité, expriment les probabilités 
que les deux tribunaux successifs de première instance et d'appel, 
jugeroiit bien, que le premier jugera mal et le second bien, que le 
preniier jugera bien et le second n ~ a l ,  que tons les deux jugeront 
mal. 
FIN 
